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2 UCe, + + A,(a, DDEU(, t) = B(x, t). 
5 |pilgm 


Lorsque les coefficients A ne dépendent que de t, cette équation est un cas parti- 
culier de l’équation de composition qui, en termes de distributions, s’écrit : 


SU) + AXE UE) = Bt). 


La méthode pour étudier une telle équation est la transformation de Fourier 
effectuée pour tout ¢ sur la variable spatiale x seule. On trouve ainsi que le pro- 
bléme de Cauchy relatif aux données initiales pour {= 0 n’a jamais plus d’une 
solution tempérée et on obtient aussi la condition nécessaire et suffisante pour qu’il 
en ait une. Dans ce cas il existe une matrice résolvante R,(t, +) ct la solution d’un 
problème de Cauchy est donnée par 


UD = RE, Ut) + [Bt DB: 


0 Ae : : 
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(D E(u) = f K(x — y)dp(2)dy(y) 
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par rapport à la mesure de densité KH = Z(K), on pose Bu) = fH |ab eae ; 
sinon E,(u) — + oo. 
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d?y dy 2 gin2 = 
EL Lente sin? æ)y = 0 
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COLLOQUE DE FERROMAGNÉTISME 
ET D’ANTIFERROMAGNETISME A GRENOBLE 


(juillet 1950). 


Du 2 au 7 juillet a eu lieu à Grenoble une réunion d’une cinquan- 
taine de physiciens s’occupant de magnétisme, venus des pays les 
plus divers. Organisé par le Centre national de la Recherche Scienti- 
fique avec l'aide matérielle de la fondation Rockefeller, ce colloque 
a permis de faire le point dans le domaine du ferromagnétisme et de 
l'antiferromagnétisme. 

Pour ce dernier, caractérisé comme on sait par une interaction 
négative entre les porteurs de moment — alors que pour les ferro- 
magnétiques elle est positive — on peut considérer que les vues 
déjà anciennes de Néel ont été confirmées par les calculs (Van Vleck) 
et par les expériences ; des vérifications indirectes ont été faites sur 
des métaux et oxydes (Foex, Trombe, Michel, Bizette, Chevalier) et 
sur certains paramagnétiques au voisinage du zéro absolu (Gorter, 
Kirti, Garett) ; les diagrammes neutroniques ont permis de « voir » 
la disposition antiparalièle des porteurs de moment. 

Les expériences sur les ferrites, si importants pour la technique 
(Snoek, Van Santen, Guillaud, Pauthenet), font apparaître leur 
aimantation comme une combinaison de ferro et d’antiferromagné- 
tisme dans laquelle deux sous-réseaux “erromagnétiques sont couplés 
négativement et compensent partiellement leurs moments (ferri- 
magnétisme). 

Si le eas moléculaire introduit par Weiss pour interpréter le 
ferromagnétisme a trouvé ainsi une nouvelle application, l’expli- 
cation du ferromagnétisme par les propriétés des électrons collectifs 
(Stoner) reste un aspect intéressant. Mais l'intérêt s'est porté plus 
sur le mécanisme des modifications de l’aimantation que sur l'éva- 
luation même des moments à saturation (Smolukowski). 


2 COLLOQUE DE FERROMAGNETISME ET D ANTIFERROMAGNETISME 


Les diagrammes de Bitter faits d'abord sur des monocristaux 
puis, plus récemment, sur des substances polycristallines (Bozorth, 
Bates, Stewart) permettent de retrouver les configurations de 
domaines élémentaires prévues par Néel et de suivre leur évolution 
lorsque le champ varie ; la présentation de films (Shockley, Bates) 
a été particulièrement suggestive. 

La région des champs faibles a été très étudiée (Snoek, Epelboin, 
Langevin, Goldschmidt) jusqu'aux hyperfréquences (Kittel) où elle 
présente l’attrait d'une mesure relativement facile de l'effet gyro- 
magnétique. Les écarts observés à la loi de Rayleigh, les valeurs des 
angles de pertes sont éclairés d’un jour nouveau par la théorie du 
trainage magnétique (Néel) qui sépare nettement l'effet des diffu- 
sions de celui des fluctuations du champ interne. L’étude du trai- 
nage (Lliboutry, Barbier) a trouvé une application intéressante dans 
l'étude de l’évolution du champ magnétique terrestre à travers les 
ages par l'étude de l’aimantation rémanente des roches (Thellier). 

Les aimants permanents ont fait l’objet de divers exposés (Hoselitz, 
Weil). Les aimants faits de poudres suffisamment fines pour consti- 
tuer des domaines élémentaires, récemment introduits dans la tech- 
nique, illustrent la théorie du champ coercitif dû aux champs 
démagnétisants internes. L'orientation des aimants par le champ 
magnétique repose maintenant sur des bases théoriques plus solides. 

L'ensemble des rapports et des discussions qui ont suivi leur 
exposé — ensemble qui sera publié par le Journal de Physique en 
un fascicule spécial — constitue pour le physicien et le technicien 
une revue de ces questions de magnétisme dont l’évolution rapide 
au cours des dernières années confirme l'intérêt. 


COLLOQUE MATHEMATIQUE 


du 7 mai 1950 à Grenoble. 


La réunion annuelle du groupe rhodanien de la Société mathé- 
matique de France eut lieu en 1950, à Grenoble, le 7 mai. 

Outre une vingtaine de membres des centres du groupe (Genève, 
Lausanne, Lyon, Grenoble), participèrent au colloque M" Piccard 
de Neuchatel, M. Bureau de Liège, MM. Favard et Choquet de Paris 
et M. F. Chatelet de Besancon. 

Après des allocutions nécrologiques de MM. Ticrcy et Favard sur 
R. Wavre et E. Cotton, eurent lieu les communications suivantes : 

Trercy (Genève). Le problème de l'heure. 

Toucuarp (Lausanne). Sur des problèmes de configuration. 

M: Piccarp (Neuchatel). Les systèmes de substitutions généra- 

teurs de groupes réguliers. 


Eyraup (Lyon). Sur la récurrence transfinie. 

Matécor (Lyon). La variabilité des populations. 

D’Onrcevat (Grenoble). Le diviseur de Severi des surfaces régu- 
héres. 


Le colloque fut prolongé, avec la présence de divers membres 
du groupe, par trois conférences données à la Faculté des Sciences 
les jours précédents et le lendemain, par M. Bureau, sur les équa- 
tions aux dérivées partielles du type hyperbolique. 


SUR CERTAINS ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES 
par Nicolas BOURBAKI (Nancago). 


1. Introduction ("). — Les quelques pages qui suivent se rat- 
tachent au récent travail de J. Dieudonné et L. Schwartz sur « La 
dualité dans les espaces (#) et (47) » paru dans ces Annales [2]; en 
analysant les démonstrations de ces auteurs, on s’apercoit que la 
plupart de leurs résultats sont encore valables dans les espaces 
appartenant à l'une ou l'autre des deux catégories que nous défi- 
nissons ci-dessous, les espaces bornologiques (déjà considérés par 
Mackey [6]) et les espaces tonnelés ; tous les espaces localement 
convexes qui interviennent en analyse fonctionnelle sont de cette 
nature, ce qui nous semble justifier une étude des propriétés de ces 
deux catégories d'espaces, qui d’ailleurs, du point de vue axioma- 
tique, fournissent une classification plus naturelle que celle basée 
sur l'existence d'une norme ou d’une distance définissant la topo- 
logie de l'espace considéré. 

Nous gardons en principe la terminologie et les notations de [2]; 
nous dirons toutefois « réflexif » au lieu de « semi-réflexif », et 
« complètement réflexif » au lieu de « réflexif ». Si E et E’ sont 
deux espaces en dualité faible, nous désignerons par f(E, E) la 
topologie (sur E’) de la convergence uniforme dans toutes les parties 
bornées de E (topologie forte sur E’). Si E est un espace vectoriel 
réunion d'une famille filtrante croissante (E,) de sous-espaces, et 
si sur chaque E, on a défini une topologie ©, localement convexe 
telle que si E, cE,, la topologie induite sur E, par ©, soit moins 
fine que G,, nous dirons que la topologie localement convexe la 
plus fine sur E qui induise sur chaque E, une topologie moins fine 
que ©,, est la limite inductive des ©,, et que E muni de cette topo- 
logie est la limite inductive des espaces E.. 


(‘) Les numéros entre crochets renvoient à la bibliographie placée à la fin de ce travail. 
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2. Espaces tonnelés. — Étant donné un espace localement 
convexe E, nous dirons qu'une partie T de E est un tonneau si T 
est convexe, cerclé, fermé dans E et engendre E (cette derniére condi- 
tion signifiant que pour tout eo, il existe x >o tel que \xeT 
pour |i|<«). Tout voisinage convexe, cerclé et fermé de o est un 
tonneau. Nous dirons qu’un espace localement convexe séparé E est 
tonnelé si inversement, tout tonneau dans E est un voisinage de o. Il 
revient au même de dire que toute semi-norme sur E semi-continue 
inférieurement est continue. 

Tout espace localement convexe séparé E qui est un espace de 
Baire est tonnelé, car pour tout tonneau T, E est réunion des nT 
(n entier >> 0); comme les nT sont fermés dans E, un au moins a 
un point intérieur en vertu du théorème de Baire, et comme T est 
convexe cerclé, on voit aussitôt que T est un voisinage de o. En 
particulier, tout espace (J) est tonnelé. 

On voit aisément que le completé d'un espace tonnelé est tonnelé, 
mais il y a des exemples d'espaces tonnelés non complets (par 
exemple, les espaces normés « presque complets » de Mackey ([5|, 
p- 195-196) sont tonnelés) ; d’ailleurs, on connaît aussi des 
exemples d'espaces complets non tonnelés. 

On montre sans peine que tout espace quotient (séparé) d'un 
espace tonnelé est tonnelé; tout produit d'espaces tonnelés est ton- 
nelé. Toute limite inductive (séparée) d'espace tonnelés est un espace 
tonnelé; en particulier tout espace (£%) est tonnelé. Comme tout 
espace localement convexe séparé peut étre plongé dans un produit 
d’espaces de Banach, on voit par contre qu’un sous-espace fermé 
d’un espace tonnelé n’est pas nécessairement un espace tonnelé. 


Proposition 1. — Soient E et F deux espaces localement convexes, 
4(E, F) l’espace des applications linéaires continues de E dans F. Pour 
qu'une partie H de {(E, F) soit bornée pour la topologie G, de la 
convergence simple, il faut et il suffit que pour tout voisinage convexe, 
cerclé et fermé V de o dans F, l'intersection T des ensembles u~'(V), 
où u parcourt H, soit un tonneau. 

En effet, dire que H est borné pour ©, signifie que pour tout x€E 
il existe À > o tel que hu(x)eV pour tout ueH, c’est-à-dire 1xeT. 


CorozLaiRe. — Soit E un espace localement convexe séparé, E’ son 
dual. Pour qu’un ensemble 8! € E’ soit faiblement borné, il faut et il 
suffit qu'il soit contenu dans le polaire T° d’un tonneau T cE. 

On déduit aussitôt de la proposition 1 le théorème suivant : 
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TuEorEME 1. — Soient E un espace tonnelé, F un espace localement 
convexe séparé. Toute partie H de ICE, F) qui est bornée pour ©, est 
équicontinue. 


CoROLAIRE 1. — Dans lés hypothéses du théoréme 1, soit ® un filtre 
borné sur {(E, F). Si ® converge simplement dans E vers une Jonc- 
tion u,, u, est une application linéaire continue de E dans F et ® con- 
verge uniformément vers u, dans toute partie précompacte de E. En 
outre, si F est complet, pour que ® converge simplement dans E, il 
suffit que ® converge sumplement dans une partie totale de E. 

Cela résulte du fait que par hypothèse il existe un ensemble He® 
qui est borné pour ©,, donc équicontinu (cf. [1], § 3). 


CorozLaiRe 2. — Dans les hypothèses du théorème r, soit ® un filtre 
sur {(E, F) ayant une base dénombrable. Si ® converge simplement 
dans E vers une fonction u,, u, est une application linéaire continue 
de E dans F, et ® converge uniformément vers u, dans toute partie 
précompacte de E. 

Lorsque ® est le filtre élémentaire associé à une suite (v,), la 
suite des v,(x) est convergente vers u,(x) dans F pour tout xeE; la 
suite (v,) est donc bornée pour ©,, et le corollaire 2 résulte alors 
du corollaire 1. 

Supposons maintenant que ® soit un filtre quelconque ayant une 
base dénombrable (H,), qu'on peut supposer décroissante. Si v, est 
un élément de H,, la suite (v,) converge simplement vers u,, donc u, 
est une application linéaire continue de E dans F. Reste à voir que 
si K cE est précompact et si V est un voisinage de o dans F, pour n 
assez grand et pour tout ueH,, on a w(K) c V en posant w—u—u,. 
Or, s’il n’en était pas ainsi, il existerait pour tout n une application 
v, € H" telle que w,(K) ¢ V (avec w, =v, — u,); conclusion absurde, 
puisque la suite (v,) converge simplement vers u, dans E. 


Proposition 2. — Pour qu’un espace localement convexe séparé E 
soit tonnelé, il faut et il suffit que sa topologie soit identique à t(E, E’) 
et que tout ensemble faiblement borné dans E soit relativement faible- 
ment compact. 

En effet, si E est tonnelé, tout ensemble faiblement borné dans E’ 
est équicontinu (théorème 1), donc relativement faiblement com- 
pact. Inversement, tout ensemble convexe et faiblement compact 
K cE’ est faiblement borné, donc K° est un tonneau dans E et par 
suite un voisinage de o ; cela prouve que la topologie © de E est plus 
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fine que t(E, E’), mais comme elle est par ailleurs moins fine que 
cette derniére, elle lui est identique. 

Si maintenant on suppose les conditions de l'énoncé vérifiées et 
si T est un tonneau dans E, T° est faiblement borné, donc faible- 
ment compact dans FE’, et T—T® est par hypothèse un voisinage 
de o dans E, puisque la topologie de E est t(E, E”). 

Si E est un espace tonnelé, E’ son dual fort (c'est-à-dire muni 
de la topologie £(E/, E)), il y a donc identité dans E’entre les notions 
de parties faiblement bornées, fortement bornées, faiblement relati- 
vement compactes et équicontinues ; tout ensemble borné dans E’ 
est contenu dans le polaire d’un voisinage de o dans E, et a donc 
pour ensemble polaire dans E un voisinage de o. 

On sait que E peut être considéré comme plongé (algébriquement) 
dans son bidual E” (dual fort du dual fort E’ de E); en outre, 
lorsque E est tonnelé, la topologie de E est identique à la topologie 
induite sur E par la topologie 6(E”, E’) de E”; de façon plus pré- 
cise, les adhérences faibles dans E” (pour o(E”, E’)) des voisinages 
de o dans E forment un systéme fondamental de voisinages de o 
dans E” pour la topologie forte @(E”, E’). 


Proposition 3. — Le dual fort d'un espace réflexif est tonnelé. 
Pour qu’un espace localement convexe séparé E soit complètement 
réflexif, il faut et il suffit que E soit réflexif et tonnelé. 

La première partie de la proposition résulte aussitôt de la propo- 
sition 2 et de la caractérisation des espaces réflexifs ([2], p. 79). Il 
est clair d’après les remarques ci-dessus que si E est réflexif et ton- 
nelé, il est complètement réflexif. Inversement s'il est complètement 
réflexif, il en est de même de son dual fort E’, et comme E—E’, 
E est tonnelé. 


3. Propriétés des tonneaux -dans les espaces localement convexes 
quelconques. — Etant donné un ensemble convexe cerclé A dans 
un espace vectoriel E, on dit que A absorbe une partie B de E s’il 
existe À > o tel que 1B cA. Les ensembles convexes et cerclés 
engendrant E sont les ensembles qui absorbent toutes les parties 
finies de E. Dans un espace localement convexe E, les ensembles 
bornés sont par définition ceux qui sont absorbés par tout voisinage 
convexe et cerclé de o. 


Tuforime 2. — Soit E un espace localement convexe séparé, A un 
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ensemble convexe, cerclé, borné et complet dans E. Alors A est absorbé 
par tout tonneau dans E. 

En considérant le sous-espace vectoriel V de E engendré par A, 
on peut se ramener au cas où A engendre E, autrement dit est lui- 
même un fonneau complet et borné. Nous démontrerons d'abord le 
lemme suivant: 


Lemme. — Soit A un tonneau complet et borné dans un espace 
localement convexe séparé E, et soit E, l’espace vectoriel topologique 
obtenu en munissant E de la topologie dans laquelle les ensembles 
AA > 0) forment un système fondamental de voisinages de o ; alors 
E, est un espace de Banach. 

Soit p la semi-norme sur E telle que À soit l'ensemble des x tels 
que p(x) <1; pour tout eo dans E, il existe un voisinage U de o 
ne contenant pas x, et un « >o tel que «A cU, puisque A est 
borné; on a donc p(æ)=£ 0, ce qui prouve que p est une norme sur E. 
La topologie de E,, définie par la norme p, est plus fine que celle 
de E, puisque A est borné dans E. Montrons que E, est complet : 
une suite de Cauchy (x,) dans E, est bornée, donc il existe À > o 
tel que tous les x, appartiennent à AA ; la topologie de E étant moins 
fine que celle de E,, (x,) est une suite de Cauchy dans E, et comme 
XA est par hypothèse un sous-espace complet de E, la suite (x,) a 
une limite y dans E. Pour tout < > 0, il existe n, tel que la relation 
n>n, entraîne x, ex, + «A ; comme cet ensemble est fermé dans E, 
il contient y, d'où p(x, — y) < 2e pour n>n,, ce qui montre que y 
est limite de (x,) dans E,. 

Ce lemme étant démontré, soit T un tonneau dans E; comme T 
est fermé dans E, il est aussi fermé dans E,, donc est un tonneau 
dans E,. Mais l'espace de Banach E, est tonnelé, donc T est un 
voisinage de o dans E ; or, par définition de la topologie de E,, cela 
signifie qu'il existe À > o tel que AA c T, ce qui démontre le théo- 
rème. 

- Le résultat s'applique en particulier lorsque A est faiblement 
compact dans E (pour a(E, E’), E’ étant le dual de E), puisque tout 
tonneau dans E est aussi un tonneau pour la topologie faible o(E, E’) 
et que A est complet pour cette topologie; on retrouve ainsi un 
résultat de Mackey qui, appliqué à E’, démontre que dans E tout 
ensemble faiblement borné est borné pour toute topologie locale- 
ment convexe pour laquelle E’ est le dual de E ([5], p. 198, th. 
VII). 
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Proposition 4. — Soient E et F deux espaces localement convexes 
séparés, et soil © l'ensemble des parties de E qui sont convexes, cer- 
clées, bornées et complètes. Toute partie Il de {(E, F) bornée pour la 
topologie de la convergence simple, est bornée pour la topologie de la 
convergence uniforme dans les ensembles de ©. 

Cela résulte aussitôt de la proposition 1 et du théorème 2, puisque 
tout ensemble de © est absorbé par un tonneau quelconque de E. 

Lorsque E est un espace complet, l’adhérence de tout ensemble 
borné dans E est un ensemble complet et borné dans E, donc le 
théorème 2 montre que tout tonneau dans E absorbe tous les ensembles 
bornés. Dans l'énoncé de la proposition 4, on peut alors remplacer 
© par l’ensemble de toutes les parties bornées de E. On retrouve 
ainsi en particulier le résultat suivant de Mackey ([5], p. 193, th. 
VI-4 et [6], p. 532, th. 13): 

CorozLaire. — Si E est un espace localement convexe séparé et 
complet, tout ensemble faiblement borné dans le dual E’ de E est aussi 
fortement borné. 


h. Espaces bornologiques. — Étant donné un espace localement 
convexe E, nous dirons qu'une partie A de E est un ensemble bor- 
nivore s’il est convexe, cerclé, et absorbe tout ensemble borné dans E. 
Tout ensemble bornivore engendre E. Tout voisinage convexe et 
cerclé de o est bornivore. Nous dirons qu'un espace localement 
convexe séparé E est bornologique si inversement, {out ensemble 
bornivore dans E est un voisinage de o. Il revient au même de dire 
que toute semi-norme sur E, bornée dans toute partie bornée de E, 
est continue. 


Proposition 5. — Pour qu'un espace localement convexe séparé E 
soit bornologique, il faut et il suffit que sa topologie soit identique à 
(E, E’) et que toute forme linéaire sur E bornée dans tout ensemble 
borné de E soit continue. 

La nécessité de la seconde condition est immédiate, car si u est 
une forme linéaire sur E bornée dans toute partie bornée de E, 
l'image réciproque par u d’un voisinage de o dans C est bornivore, 
donc un voisinage de o dans E. Pour voir que la topologie de E est 
identique à 7(E, E’), considérons dans E’ un ensemble convexe et 
faiblement compact K ; il suffit de prouver que K° est un voisinage 
de o, c’est-à-dire ici que K° est bornivore. Or, si B est un ensemble 
borné quelconque dans E, B est borné pour 6(E, EF’), donc B° est 
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un tonneau pour la topologie faible o(E’, E) (cor. de la prop. 1); il 
existe donc, en vertu du théorème 2, un À => 0 tel que 1K c B®, ce 
qui équivaut à 1B c K° et démontre que K° est bornivore. 

Pour voir que les conditions sont suffisantes, considérons sur E 
la topologie © pour laquelle un système fondamental de voisinages 
de o est formé des ensembles bornivores. Cette topclogie est plus 
fine que la topologie donnée sur E, qui est par hypothèse :(E, EF’); 
tout revient donc à prouver que © est moins fine que 7(E, E’), c'est- 
a-dire que toute forme linéaire sur E continue pour © appartient 
a E’. Or, si uw est une telle forme et V un voisinage borné de o 
dans G, u ‘(V) est un ensemble bornivore (pour +(E, E’)), donc u 
est bornée dans toute partie bornée de E, ce qui prouve, en vertu 
de l'hypothèse, que u est continue pour 7(E, E’). 

Les espaces bornologiques sont donc identiques aux espaces que 
Mackey nomme « relatively strong with a boundedly closed linear 
system » ({6], p. 527). Tout espace métrisable est bornologique 
([6], p. 527, th. 10). 

On montre sans peine que tout espace quotient (séparé) d’un 
espace bornologique est bornologique ; tout produit d'une infinité 
dénombrable d'espaces bornologiques est bornologique; l'extension 
de ce résultat à un produit quelconque entrainerait la solution 
positive d'un problème d'Ulam sur la théorie des mesures abstraites 
({5], p. 180-181, th. IV-12). Toute limite inductive (séparée) d’es- 
paces bornologiques est bornologique; en particulier, tout espace 
(£#) est bornologique. Un exemple de Grothendieck (annoncé dans 
[4]) montre qu’un sous-espace fermé d'un espace bornologique n'est 
pas nécessairement bornologique. 

Tout espace bornologique complet est tonnelé puisque tout tonneau 
est alors bornivore (th. 2). On connait d’ailleurs des exemples 
d’espaces normés (donc bornologiques) non tonnelés. Jusqu'ici on 
ne connait pas d’exemple d’espace tonnelé non bornologique. 

La propriété fondamentale des espaces bornologiques est le 
résultat suivant, dû à Mackey ([6], p. 527, th. 8): 

Tuéorème 3. — Pour qu’un espace localement convexe séparé E 
soit bornologique, il faut et il suffit qu'il possède la propriété suivante : 
toute application linéaire u de E dans un espace localement convexe 
(quelconque) F, qui transforme tout ensemble borné en un ensemble 
borné, est continue. 


Corozzaire. — Soit E un espace bornologique, F un espace loca- 
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lement convexe séparé et complet. L'espace {(E, F), muni de la topo- 
logie de la convergence uniforme dans toutes les parties bornées de E, 
est complet. 

En effet, on vérifie aisément qu'une application linéaire u de E 
dans F, dont la restriction à toute partie bornée de E est continue, 
transforme tout ensemble borné en ensemble borné. 

En particulier, le dual fort d'un espace bornologique est complet. 


Proposition 6. — Soient E un espace bornologique, F un espace 
localement convexe séparé. Toute partie H de (E, F) qui est bornée 
pour la topologie ©, de la convergence uniforme dans les parties bor- 
nées de EK, est équicontinue. 

En effet, l'hypothèse entraîne que pour tout voisinage V de o 
dans F, convexe, cerclé et fermé, l'intersection des ensembles u~‘(V), 
où u parcourt H, est un tonneau bornivore (cf. prop. 1), donc un 
voisinage de o dans E. 

En particulier, dans le dual fort E’ d'un espace bornologique, 
toute partie fortement bornée est équicontinue (et a fortiori faible- 
ment relativement compacte). On en conclut que les adhérences 
faibles dans E” (pour o(K”, E’)) des voisinages de o dans E forment 
un système fondamental de voisinages de o dans E” pour la topo- 


logie forte 6(E”, E’). 


5. Continuité forte et continuité faible. 


Proposition 7. — Soient E el F deux espaces localement convexes 
séparés tels que la topologie de E soit identique à +(E, E’). Alors toute 
application linéaire u faiblement continue de E dans F est continue 
(pour les topologies données sur E et F). 

En effet, u est continue pour les topologies <(E, E’) et +(F, F’) 
([2], p. 91, th. 19), et la topologie donnée sur F est moins fine 
que 7(F, F’). 

Corottaire. — Soit E un espace localement convexe séparé dont 
la topologie est identique à +(E, E’); tout homomorphisme faible u 
de E dans un espace localement convexe métrisable F est un homo- 
morphisme (pour les topologies données sur E et F). 

En effet, u est alors continue pour les topologies données sur E 
et F (cf. [2], p. 92, remarque suivant la prop. 21). 

La prop. 7 et son corollaire s'appliquent en particulier aux espaces 


tonnelés et aux espaces bornologiques, en vertu des propositions 2 
et 5 
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6: Parties équicontinues de {(F' Kk’). — Soient E et F deux 
espaces localement convexes séparés. Dire qu'une partie H de 
4(E, F) est bornée pour la topologie 6, de la convergence simple 
signifie que pour tout ze E, l'ensemble H(x) des u(x), où u par- 
court H, est borné dans F; il revient au même de dire que pour 
tout ceE et tout y e F’, l’ensemble des nombres (u(x), y’) est 
borné. En désignant par ‘u la transposée de u, cela s'exprime 
encore en disant que l’ensemble des nombres (x, ‘u(y)) est borné ; 
nous dirons alors que l'ensemble ‘H des transposées des applica- 
tions ue H est faiblement borné dans {(F', E’); cela signifie aussi 


que pour tout y e F”, l'ensemble des ‘u(y’) est faiblement borné 
dans E. 


Proposition 8. — Soient E un espace complet ou tonnelé, F un 
espace localement convexe séparé quelconque. Soit M une partie de 
4(F”, E’) formée d'applications faiblement continues de F' dans E’. 
Si M est faiblement bornée, M est fortement équicontinue (c'est-à-dire 
équicontinue pour les topologies fortes sur E’ et F’), 

En effet, M est l’ensemble ‘H des transposées d’un ensemble H 
d'applications linéaires continues de E dans F, et H est borné 
pour la topologie de la convergence simple dans E. Mais les 
hypothèses entraînent que H est borné pour la topologie ©, 
de la convergence uniforme dans les parties bornées de E (th. 1 
et prop. 4). Par suite M est fortement équicontinu ([2], p. 93, 


prop. 23). 


7. Fonctions bilinéaires hypocontinues. — Soient E,, E,, F trois 
espaces localement convexes. Pour toute application bilinéaire u de 
E XE, dans F et toutzeE, (resp. yeE,), nous désignerons par 
u, (resp. u,) l'application linéaire y— u(x, y) (resp. x—>u(x, y)) de 
E, (resp. E,) dans F. 

Soit ©, (resp. G,) un recouvrement de E, (resp. E,) formé de 
parties Lornées; nous dirons que u est hypocontinue relativement aux 
ensembles ©, et ©, (ou encore (S,, S,) — hypocontinue) si elle 
satisfait aux deux conditions suivantes : 

1° pour tout ensemble B, e @,, l'ensemble des applications liné- 
aires u,, où æ parcourt B,, est équicontinu ; . 

2° pour tout ensemble B,e ©,, l'ensemble des applications liné- 
aires u,, où y parcourt B,, est équicontinu. 
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Ces conditions sont respectivement équivalentes aux deux sui- 
vantes : 

3° Lorsqu'on munit {E,, F) de la topologie de la convergence 
uniforme dans les ensembles de G,, l'application linéaire y—u, de 
E, dans £(E,, F) est continue ; 

h° lorsqu'on munit {(E,, F) de la topologie de la convergence 
uniforme dans les ensembles de @,, l’application linéaire æ— u, de 
E, dans {(E,, F) est continue. 


Proposition g. —- Soit u une application bilinéaire hypocontinue 
de E,><E, dans F, relativement aux ensembles de parties ©, et S,. 
Quels que soient B,e ©, etB,e@,, u est continue dans B, KE, et 
dans E, >< B,, et uniformément continue dans B, >< B,. 

En effet, soit x, e B,, y, e E,. On peut écrire 


u(x, y) —u(r, Y)= ur —%)+uÂY — Yo): 


Or u,, est continue dans E, et d'autre part l'ensemble des u, est 
équicontinu lorsque x parcourt B,; donc pour tout voisinage W 
de o dans F, il existe un voisinage V de o dans E, tel que les rela- 
tions æeB,, y—y,eV entraînent u,(y—y,) e W. On montre de 
même que u est uniformément continue dans B,><B, en remar- 
quant qu'alors les u,, forment un ensemble équicontinu lorsque y, 
parcourt B,. 

On sait qu'en général une application bilinéaire hypocontinue 
n'est pas continue (cf. [2], p. 97); toutefois, il existe pour ces 
fonctions un théorème de prolongement analogue au théorème clas- 
sique de prolongement des fonctions bilinéaires continues : 


Tutorime 4. — Soient E,, E,, F trois espaces localement convexes 
séparés, et supposons F complet. Soient G,, G, deux sous-espaces 
vectoriels partout denses de E,, E, respectivement. Soit ©, (resp. S,) 
un recouvrement de G, (resp. G,) formé de parties bornées, dont les 
adhérences forment un recouvrement © (resp. @;) de E, (resp. E,). 
Soit u une application bilinéaire de G,><G, dans F, hypocontinue 
relativement à ©, et ©, ; cette application se prolonge d’une seule 
manière en une application bilinéaire de E, >< E, dans F, hypocontinue 
relativement à S! et ©. 

En effet, soit B,e ©, et B,e@,; comme u est uniformément 
continue dans B, >< B,, elle se prolonge d’une seule manière en une 


fonction uniformément continue dans B, >< B, ; d'ailleurs si B, <C, 


+ 
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et B, cC,, où Ce SG, et C,eG,, il est clair que le prolongement 
de u à B, ><B, est la restriction du prolongement de u à C, AE 
on définit donc ainsi un prolongement à de ua E XE, tout entier, 
puisque ©, et ©, sont des recouvrements, et il est immédiat que à 
est bilinéaire. Reste à voir que a est (S|, ©) — hypocontinue. 
Soit B,e©,; par hypothèse pour tout voisinage fermé W de o 
dans F, il existe un voisinage V, de o dans G,, fermé dans G, et tel 
que pour z eB, et ye V, on ait u(x, y)e W. L'adhérence V, de V, 
dans E, est un voisinage de o dans E,; soit U, un voisinage de o 
dans E, tel que U,+ U, € V, et soit ae B,, b e U,. Par hypothèse, 
b est adhérent à un ensemble B, e ©,, donc aussi à B, n (U,+b); 
mais cet ensemble est contenu dans G, n (U,+U,), donc dans V, ; 
comme a(a, b) est adhérent à l'ensemble des u(x, y), où xeB, et 
yeB,n(U,+6), on a bien aa, b)e W, ce qui démontre le théo- 
rème. 

Bien entendu, le fait que pour tout xe E, et pour tout ye E,, les 
applications linéaires u, et u, soient continues, signifie que u est 
hypocontinue relativement aux ensembles de parties finies de E, 
et E, mais non en général retativement aux ensembles de parties 
bornées de E, et E,. Toutefois : 


Proposition 10. — Soient E, et E, deux espaces tonnelés, u une 
application bilinéaire de E,><E, dans F, telle que pour tout x eE, 
et tout ye E,, les applications linéaires u, et u, soient continues. 
Alors u est hypocontinue relativement aux ensembles de parties bornées 
de K, et E,. 

En effet, si B, est borné dans E,, l’ensemble des u,, lorsque x 
parcourt B,, est borné dans 4(E,, F) pour la topologie de la conver- 
gence simple, puisque u,(B,) est borné dans F pour touty eE,,. Il 
en résulte que l’ensemble des u, (pour x e B,) est équicontinu (th. 1). 
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: UN LEMME 
SUR LA DERIVATION DES FONCTIONS VECTORIELLES 
D'UNE VARIABLE REELLE 


par Laurent SCHWARTZ (Nancy). 


Soit E un espace vectoriel, muni de deux topologies distinctes ©, 
et ©,, ©, plus fine que @,. Soit d’autre part ¢—~ f(t) une application 
de la droite réelle dans E, supposée continuement différentiable pour 
la topologie la moins fine ©,, mais telle que sa dérivée f’(t) soit 
continue pour la topologie la plus fine 6,. Nous allons supposer que 
les topologies 6, et ©, vérifient la propriété suivante : (P) Quel que 
soit le ©,-voisinage de 0,V,, de E, il existe un ©,-voisinage W,, tel 
que l'enveloppe convexe ©,-fermée de tout ©,-compact C, de W, soit 
dans V,. 

Alors la dérivée f’(t) est aussi la dérivée de f(t) pour la topologie la 
plus fine ©,. 

En effet, en vertu de la ©,-continuité de f’({), quel que soit V,, il 
existe un nombre « > 0 tel que |t — {| <e entraîne 


P'O—S()]eW,. 


Mais alors on peut écrire 


LOUE) =) if Pod, 


l'intégrale étant valable pour la topologie ©. 

Quand + parcourt l'intervalle (4, €), f(r) décrit un 6,-compact 
C, ¢f‘(t,) + W,, et l'intégrale du second membre reste dans l'en- 
veloppe convexe G,-fermée de ce compact, donc dans f (f,) + V, en 
vertu de la propriété (P). Cela prouve bien que f”({) est la dérivée 
pour la topologie ©, la plus fine. 
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Voici deux cas importants pour lesquels la propriété (P) est 

vérifiée : 
1° ©, possède un système fondamental de voisinages de o 

convexes qui sont ©,-fermés. Alors on peut prendre WV ea 
particulier ©, pourra être la topologie faible associée à ©,. 

2° Dans G,, l'enveloppe convexe fermée de tout compact C, est . 
faiblement compacte. Elle est alors aussi &,-faiblement compacte, 
donc ©,-fermée, et on peut encore prendre W,=V,. En particu- 
lier (P) sera toujours vérifiée si E est © complet. 


(Parvenu aux Annales en février 1951.) 
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_LES EQUATIONS D'ÉVOLUTION 
LIEES AU PRODUIT DE COMPOSITION 


par Laurent SCHWARTZ (Nancy). 


Cet article utilisera les distributions, supposées connues (‘). 


$ 1. Equations aux dérivées partielles d’évolution. 


Les variables spatiales sont les coordonnées z,, x,, ..., æ,, d'un 
point « de l'espace vectoriel X" — R"; ¢ est la variable temporelle, 
parcourant un intervalle fermé fini (a, b). 

Rappelons que si p—(p,, Py. .…, Pn) est un système de n nombres 
entiers >o, D2 est la dérivation, par rapport aux variables spatiales 
seules i Weise BS pi d'ordre |p|= p, + 

"x / ox, ww, ce ag a PRET a 

L’état d’un systéme physique sera défini par certaines fonctions 
Ua, t), j=1, 2, ..., N, les « inconnues » ; elles seront supposées 
vérifier un système d’équations aux dérivées partielles, donnant 
l’ « évolution du système », et qui sera du type suivant: 


(t71) (5) Ue t)+ 5 5 à Aj, ky p; (© À) 


[P| Km; r»<ly 
À 
(5) DeU,(, ))=Bee. Di joa, ..N. 


(*) On pourra consulter notre ouvrage: « Théorie des Distributions », Paris, Hermann, 
1950-51. En particulier l’index terminologique expliquera les notations utilisées. Dans les 
références ultérieures, cet ouvrage sera appelé « TD ». 

Le présent article a pour but de généraliser et de simplifier un trés beau mémoire de 
de M. Petrowsky (« Ueber das Cauchysche Problem für ein System linearer partieller 
Differentialgleichungen im Gebiete der nichtalytischen Funktionen ». Bulletin de l’Uni- 
versité d'État de Moscou, fasc. 7, 1938, p. 1-74) qui contient une grande partie des 
résultats énoncés ici, notamment le théorème fondamental III (et aussi de nombreux 
résultats non indiqués ici). 
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Les dérivations spatiales sont d’ordre < m quelconque; m peut 
être bien plus grand que l’ordre le plus grand des dérivations tem- 
porelles. Dans chacune de ces équations, l’ordre de dérivation tem- 
porelle de U, est supposé < /,,, qui est l'ordre de dérivation temporel 


l 
du premier terme Gib U, de la k-ième équation. Les « coeffi- 


cients » A, les « seconds membres » B, sont des fonctions données 


de « et de ¢. aXe 
Par la considération du nouveau système d’inconnues =) U,, 


i he Pale Fame oe at Bed en one Pern N, on se raméne a un nouveau 
système d'évolution, que nous considérerons seul désormais. et où 
tous les /; sont égaux a1: 


(1,2) Ufc, + » Ay x; p(@, ODEU,(x, 8) 


= Biz, DE JET, st SSN: 


Nous écrirons d’ailleurs toujours ce système sous la forme matri- 
cielle. U et B seront des matrices à N lignes et 1 colonne, d'éléments 
respectifs Ü; et B;, et A sera une matrice carrée à N lignes et N 
colonnes, d'éléments A, , : 


(1,3) Ue, ae à A,(æ, )D2U(e, 1) —B(x, 2). 


lpl<m 


$ 2. Équations d’évolution du type de composition. 


Nous supposerons désormais que les coefficients A, dépendent 
seulement de ¢. Nous modifierons alors le point de vue classique, et 
écrirons le système (1,3) sous la forme : 


(a,1) SU.) + ( y ADD UD = BAO. 


Ipl<m 


avec la signification suivante : 

1° U,(¢) n'est plus une fonction de x et {; pour toute valeur de ¢, 
c’est une distribution €(’), (en réalité c’est chacun des éléments U, 
de la matrice U à N lignes et 1 colonne qui est une telle distribution, 
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mais nous utiliserons constamment ce langage abrégé) ; l'applica- 
tion {—>U,() de (a, b) dans l’espace vectoriel topologique (‘0’), 


sera supposée continuement différentiable (*), et < sera son applica- 


tion dérivée. De même, pour tout ¢, B,(¢) sera une distribution 
€(’),. mais l'application ¢— B,(¢) sera seulement supposée 
continue. 

2° Un polynome de dérivation (spatiale) (*) est une combinaison 
linéaire finie y A,D’e(t”),; pour tout ¢, y A,(t)D2 est donc un 

Ip|<m |p|\<m 
polynome de dérivation, dépendant continuement de ¢ si les matrices 
numériques A,(¢) sont fonctions continues de {. (On pourrait rem- 
placer la condition de continuité des A,, de B,, et de continue dif- 
férentiabilité de U,, par rapport à ¢, par des conditions beaucoup 
moins restrictives. ) 

Le signe + indique un produit de composition, entre la distri- 
bution U,(fe(2), et le polynome de dérivation €(&’),, effectué sur 
X" pour toute valeur fixée de ¢. On sait en effet qu’une dérivation 
est un produit de composition avec un polynome de dérivation. 

Le système (2,1) est alors un cas particulier du suivant: 


(2,2) < U,( + A (0 a U,(0 =B,(1), 


où, pour toute valeur de ¢, A,(¢) est une distribution qui n'est plus 
nécessairement à support ponctuel mais seulement compact, l'appli- 
cation {> À,({) de (a, b) dans (&’), étant continue. Nous avons là 
un système d'équations d'évolution du type de composition, de 
nature intégro-différentielle. 


§ 3. Espaces de distributions. 
Transformation de Fourier spatiale. 


Au lieu de supposer les distributions U,(¢), B,(¢), quelconques, 
on pourra supposer qu'elles appartiennent à un espace de distribu- 


(2) Comme ¢ est un paramètre réel, continuité (ou différentiabilité) forte ou faible sont 
identiques. Voir « TD », tome I, page 75. 
(8) Voir « TD », tome II, page 20. 


cutie ae 
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tions (36), (*), et que les applications > U,(t), > B,(¢), de (a, 6) 
dans (#),, sont respectivement continuement différentiable et 
continue. Dans ces conditions A, ne sera plus nécessairement à 
support compact. L'opération de composition A,¢, devra être une 
opération linéaire continue de (#4), dans lui-même. De plus, 
lorsque ¢ variera dans (a, b), ces opérations devront en général 
être équicontinues ; et {> A,({) devra être une application continue 
de (a, b) dans l’espace (46, d6) des opérateurs linéaires continus 
sur (46), muni de la topologie de la convergence simple (donc, en 
vertu de l’équicontinuité, il en sera de même pour la topologie de 
la convergence uniforme sur les parties compactes). L'application 
t— A,(t)*U,(t) de (a, b) dans (36) sera alors continue. Comme nous 
résoudrons ici le problème par la transformation de Fourier spa- 
tiale, nous prendrons (46), —(J’),. U et B seront, pour tout ¢, des 
distributions tempérées sur X”. Alors A,(¢) n'aura plus besoin d'être 
à support compact: elle sera une distribution e(0”), « à décroissance 
rapide », et l'application {> A,(¢) de (a, b) dans (0), sera supposée 
continue, de sorte que A,(¢)*U,(¢) variera dans (4”), continuement 
avec ¢. 

Par transformation de Fourier %, spatiale, effectuée pour tout ¢ 
entre X" et son dual Y", le système (2,2) est alors complètement 
équivalent au suivant, de type multiplicatif : 


(3,1) FAL Q+My, HU )=B,(0). 

Nous avons ici appelé U,(é), b(y, ¢), (2), les transformées de 
Fourier, pour tout ¢ fixé, des distributions U,(¢), A,(é), B,(é). 
Comme A,(t)e(0),, Ao(y, t)e(Ou),, c'est donc une fonction de y et ¢, 
d'où la notation A(y, ¢) au lieu de b,(f). L'application t— b(y, #) 
de (a, 5) dans (Oy), est continue, ce qui signifie que (y, é) est 
indéfiniment différentiable en y, et que chacune des dérivées par- 
tielles en y, Dj.b(y, ¢), est continue en y et ¢, et majorée par un 


polynome en y indépendant de ¢ (mais pouvant dépendre de l'indice 
de dérivation D)(°). 


(*) Nous appelons espace de distributions un espace (36) contenant (D) et contenu dans 
(D), et tel que V’application identique de (D) dans (46) et de (36) dans (D) soient conti- 
nues. On supposera aussi que (9) est dense dans (46). 

(5) Voir « TD », tome II, pages ror et 102. 
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§ 4. La matrice résolvante d’un systeme différentiel ordinaire. 


Considérons le système différentiel matriciel ordinaire : 


dz | 
(4,1) di + Jb(t)z(¢) = k(t), 


ou z(t) et A(¢) sont des matrices numériques à N lignes et 1 colonne, 
(4) une matrice carrée numérique à N lignes et N colonnes, dépen- 
dant toutes continuement de t. 

Ce système possède une matrice résolvante R(4, t), matrice carrée 
numérique à N lignes et N colonnes, définie pour ¢ et r dans (a, b), 
et ayant les propriétés suivantes : 

1° Avec la condition initiale 


(4,2) Ee foe EF matrice identique, 


elle vérifie l'équation différentielle qui la caractérise 
(4,3) RE 1) + A(DR(E, +) — 0. 


2° Elle vérifie la relation fonctionnelle 


(4,4) RCE, LIRE, t,) = RE, À). 
En particulier A(t, t) est inversible, et 
(4,5) = tee, 


3° Un probléme de Cauchy relatif à (4,1) est résolu par la for- 
mule : 


(4,6) LCI Ur, DOS IEC T)k(r)dr. 


he R(t, t) est différentiable en ¢ donc d’après (4,5) en +, donc 
continuement différentiable en ¢ et t. En appliquant la formule de 
dérivation de l'inverse d’une matrice, 


DM = MO GMO JMO: 
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on trouve 


(4,7) ° Rl, 1) — R(t, Tr) =o. 


5° Si la matrice numérique .b est indépendante de £, l'équation 
différentielle est définie pour tout l'axe des ¢, et il y a lieu d'intro- 
duire la matrice R(t) —R({, 0); on a alors 


(4,8) R(t, t) = RÔR '(T)—R(E— 1); 
R(s + t)—= R(s) + K(). 
La matrice ‘&(¢) commute avec /b, et en est une fonction exponen- 


tielle : 
k= 


(4,9) R(t) = exp (— tb) = y Cr : 


6° Considérons une équation différentielle d'ordre /, du même 
type matriciel : 


(4,10) (5) + Po) =H: 
iat 


On peut, comme il a été indiqué au § 1, la ramener à l’ordre 1. 
Néanmoins tous les problèmes peuvent être résolus par la connais- 
sance de la résolvante R(t, t), matrice carrée à N lignes et N colonnes, 
vérifiant l'équation différentielle 


a l a 
(4,11) (5) R(t, 2) + acts) R(t, t)=0, 
et 
avec les conditions initiales $ 
(4,12) R(r, =) rss ae +} 9 20 


UE 
IR 
(a t) a I. 


En particulier, le problème de Cauchy relatif au second membre 
k(t), et aux conditions initiales toutes nulles pour {— {,, est résolu 
par la formule 


(4,13) 2(t) — i "R(t, 2)k(2)de. 
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$ 5. Matrice résolvante du système différentiel multiplicatif. 


Associons au système mulltiplicatif (3,1) le système différentiel 
ordinaire, dépendant du paramètre y: 


dz 

(5,1) % + (y, Ne) =o. 

Pour ae y il existe une matrice résolvante, que nous note- 
rons ‘R(y; ¢, +). Comme «b(y. ¢) est indéfiniment différentiable en y, 
il en est dr même de R(y; 6, t), et chacune de ses dérivées partielles 
en y est continucment différentiable en ¢ et t. Par exemple sa dérivée 


t, t) est solution de l'équation aux variations 


1 
associées à (4,3): 


; ù ; 
(5,2 ea Ry; 4, D) +My, DER GE 3) 


1 
avec la condition initiale AO: tr) 0, ce qui donne 


=—(2 au. D RG: ©) 


it 


= fini ta Ac 9) airs à oe 


On peut encore dire que l’application (t, t)—>A(y; ¢, 7) de 
(a. b)><(a, 6) dans (&), est continuement différentiable. 

Revenons alors au système (3,1), où nous supposerons que 
{> ‘8,(t) est une application continue quelconque de (a 6) dans 
(’), (et non plus nécessairement (J’),). On peut toujours effectuer 
le changement d'inconnue 


(5,4) UC = Ry; 6 ¢,)W(4), 
car & est inversible et ‘I est définie par 
(5,5) WN =A; 6 DUD. 


Comme pour { et ¢, fixés Ry: {, ¢,) est une fonction. indéfini- 
_ment dérivable en y, les produits multiplicatifs précédents ont une 
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signification. La méthode classique dite de variation des constantes 
montre alors que le système (3,1 ).est équivalent a 


| Re 
(5,6) Rys bt) 7 WY) =H. 


Avec la condition initiale \W,(¢,) =‘U,(¢,), la solution unique de 
ce système est 


t 
(5,7) WD =U) + [Rs ha t)B,(t)dr, ou 
to 


al 
(5,8) U()= Ay; t, GUE) + | RO 2 DB dE: 
v lo 
ainsi la solution a exactement la même forme que pour un système 
différentiel ordinaire. Les intégrales figurant aux seconds membres 
sont les intégrales de fonctions continues vectorielles de ¢, à valeurs 
dans (2’),. Nous pouvons donc dire: 

Si t—@,(t) est une application continue de (a, b) dans (%’),, il 
existe une application continuement différentiable t—U,(t) et une 
seule de (a, b) dans (), qui vérifie le système différentiel (3,1) avec 
une valeur initiale donnée ‘U,(t,) (°). 


§ 6. Problème de Cauchy. Unicité de la solution. 


Revenons au système différentiel donné (2,2) et choisissons une 
fois pour toutes un espace de distributions (46),. Nous appcllerons 
problème de Cauchy relatif à (a, 6) (valeur initiale en a) et à les- 
pace (96), le problème suivant: 

Etant donnée une application continue ¢—B,(t) de (a, 6) dans 
(46), et une distribution U,(a)e(4),, trouver une application conti- 
nuement différentiable ¢—U,(t) de (a, 6) dans (#),, vérifiant le 
système différentiel (2,2) et prenant la valeur U,(a) pour t=a. 

(Parfois on exige seulement que l'application ¢—> U,(#) soit conti- 
nuement différentiable et vérifie le système différentiel pour 


| ax<t<b 
et que U,(¢) tende (dans (46),) vers U,(a) lorsque { tend vers a 


(°) fl est bien connu que dans un espace de Banach une équation différentielle de ce 
type a toujours une solution et une seule, mais cette propriété est en général inexacte dans 


un espace vectoricl tppolosique non normé tel que (‘I’), de sorte que ce résultat n’avait 
rien d’évident. 
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Mais cela revient au méme, car alors SU.) a une limite lorsque ¢ 


tend vers a en vertu de l'équation différentielle, donc l'application 
est continuement différentiable et vérifie l'équation différentielle 
pour a<t<b.) 

Le problème de Cauchy est dit bien posé sil a une solution et 
une seule. 

On peut aussi considérer un problème de Cauchy relatif à (a, b) 
(valeur finale donnée U,(6) pour £56). Nous distinguerons soi- 
gneusement ces deux problèmes, car l’un peut être bien posé sans 
que l’autre le soit (équation de la chaleur: § 17, exemple 2). 


Tutortme I. — Pour (4),—(#"),, le problème de Cauchy n’a 
jamais plus d’une solution. 

Pour le voir, il suffit de montrer que le système équivalent (3,1) 
n a jamais plus d'une solution dans (4), : or même dans (’),, nous 
avons vu quil n'a jamais plus d’une solution. 


Remarque. — Cela ne prouve en rien qu'il ne puisse pas exister 
une solution o du système homogène (B,({)—= 0) avec condition 
initiale U,(a) —o, qui soit non tempérée. Même pour une équation 
aussi simple que l'équation de la chaleur, il ne nous semble pas 
qu'on ait jamais montré l’unicité de la solution sans faire des hypo- 
thèses sur son comportement à l'infini dans X". 


$ 7. Problème de Cauchy homogène. 
Condition d’existence de la solution. 


Tuéorème I]. — Pour que le problème de Cauchy homogène 
B,(t)=0) soit bien posé dans (a, b) pour l’espace de distributions 
(S’),, il faut et il suffit que chaque dérivée partielle en y, DÉR(y; t, a), 
de la matrice résolvante ‘R(y; t, a), soit majorée par un poly- 
nome en y indépendant de t (mais pouvant dépendre de la dérivée D; 
considérée). | 

Nous avons vu que (y; é, a) est une application continue 
de (a, b) dans (&),; la condition du théorème IJ exprime qu'elle est 
une application continue de (a, b) dans (Om), (’). 


(7) Voir « TD », tome IL, page 100. Rappelons que (Oy) a la topologie induite par 
l’espace #4", 4!) des opérations linéaires continues sur (4') (muni de la topologie de la 
convergence uniforme sur les parties bornées). 4 
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Ici encore on démontre le théorème sur le système équivalent 
(3,1), qui d’ailleurs intervient dans l'énoncé du théorème par sa 
matrice résolvante. 


1° La condition est nécessaire. 

Par hypothèse, quelle que soit U,(a)e(9’),, A(y; #, a) 'U,(a) est 
aussi dans (’), ; donc le multiplicateur R(y; {, a) applique (J’), dans 
(S’),, donc est dans (0x). De plus, toujours pour toute U,(a) fixée 
dans (9), t—@(y: t, a) U,(a) est une application continue de 
(a, b) dans (¥’),. et l’ensemble des ‘A(y; ¢, a) U,(a) (ax<t<b) est 
compact, donc borné; alors l'ensemble des ‘A(y; {, a) est borné dans 
l'espace {(9’, 4’) des applications linéaires continues de (4), dans 
(4), muni de la topologie de la convergence simple, et par suite 
équicontinu (*). Mais alors la continuité de l'application ¢ — R(y ; 
t, a), de (a, b) dans #4’, #”) muni de la topologie de la convergence 
simple, entraîne sa continuité pour 4{(‘’, J’) muni de la topologie 
de la convergence uniforme sur les parties compactes (ou bornées) 
de (’),, topologie qui est précisément celle de (Oy),. 

2° La condition est suffisante. 

Nous supposerons cette fois que {—R(y; {, a) est une applica- 
tion continue de (a, b) dans (Oy),. Mais la formule (4,3) montre que 
sa dérivée en ¢ (dans l'espace vectoriel topologique (&),) est aussi 
dans (Oy), et y dépend continuement de ¢, c’est donc sa dérivée 
dans (Ow),(*), et l'application précédente de (a, 6) dans (Om), est 
continuement différentiable. Alors, pour toute ‘U,(a)e(J’),, l'appli- 
cation {> R(y; ¢, a) ‘U,(a) de (a, b) dans (9), est continuement 
différentiable, et est solution du problème de Cauchy homogène 
pour (3,1) avec valeur initiale U,(a), c. q. f. d. 


Remarques. — 1° La condition classique de M. Hadamard est 
toujours vérifiée lorsque le problème de Cauchy est bien posé : la 
solution U,(¢) dépend continuement (dans (#'),) de ¢ et de la valeur 
initiale U,(a). 

2° On pourrait exprimer la condition du théoréme sans faire 
intervenir la transformation de Fourier. Remarquons en effet que 
si 2€Y", la matrice ‘R(; ¢, a) 0,, )('°) est solution du système (3,1) 


(8) Voir « La dualité dans les espaces F et £F », Dieudonné et Schwartz, Annales de 
l'Université de Grenoble, tome I, 1949, prop. 24, page 03. 

(*) Voir le lemme sur la dérivée d’une fonction vectorielle d’une variable réelle t, qui 
sera donné à la suite de cet article (critère 1°° par exemple). 

(1) Rappelons que 6,; (,) est la distribution en y (ou sur Y") forméc de la masse + 1 
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avec valeur initiale Id,.;,); done il existe une solution et une seule 
du système (2,2). qui soit une matrice carrée à N lignes et N colonnes 
à valeurs dans (’),, et qui prenne la valeur initiale I exp (ain) - x): 
c'est R(A; {, a) exp (2ind- x). Alors les conditions du théorème II 
relatives à ‘R(2; ¢, a) sont des conditions relatives à cette solution : 
elle doit être bornée dans (‘5’), (ainsi que chacune de ses dérivées 
partielles en ?) quels que soient ¢ et 2. On aurait pu directement par 
ce procédé voir que la condition du théorème était nécessaire. 


S 8. Problème de Cauchy homogène uniformément bien posé. 


Le problème de Cauchy pour le système (2,2) est dit uniformé- 
ment bien posé, dans l'intervalle de temps (a, b) (valeur initiale) et 
l'espace de distributions (#),, si, pour tout {, de (a, b), le problème 
de Cauchy est bien posé pour l'intervalle (t,, 6), et si la solution 
dépend continuement (dans (4),) de ¢. ¢,, et de la valeur initiale 
U,(4,) (les applications U,(¢,) — U,(¢) de (#), dans lui-même, sont 
donc, pour a<{,<1< b, équicontinues). 


Tuéorème II]. — Pour que le problème de Cauchy homogène 
de (2,2) soit uniformément bien posé dans (a, b) et l'espace (S),, ul 
faut et il suffit que Ry; t, +) soit majorée par un polynome en y 
indépendant de t ett, a<T<t<b. 

La même méthode que pour le théorème II (mais beaucoup plus 
élémentaire à cause des conditions d’uniformité) montre qu'il faut 
et il suffit que l’application (4, +) > R(y; ¢, +) de la région é >t 
de (a, b) >< (a, b) dans (Oy), soit continue. Mais il en est ainsi dés 
que R(y: {, +) est majorée par un polynome en y indépendant de / 
et t, car alors chacune de ses dérivées partielles en y possède la 
méme propriété, en vertu de la forme (5,3) de la solution de 
l'équation aux variations (5,2). 


_§ 9. Problème de Cauchy non homogène. 


Tutorime IV. — Si le problème de Cauchy homogène est unifor- 


mément bien posé dans (a, b) et (J’),, il en est de méme du problème 
de Cauchy non homogène. SA 


au point À. On peut aussi l'écrire 6,(A), puisque, en tant que distribution sur Y", elle est 
une fonction (indéfiniment différentiable) de 2. Z 
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En utilisant un raisonnement analogue à celui de la démonstra- 
tion du théorème IT, on peut montrer qu'il en est ainsi si l’on rem- 
place (4'), par n'importe quel espace de distributions (46); complet, 
ou dans lequel l'enveloppe convexe fermée d’un compact est faible- 
ment compacte. 

Pour (%),—(4"),, la démonstration se fait sur (3,1) et résulte 
immédiatement de la formule (5,8): si U,(4,)e(9”),, et si {— (6) est 
une application continue de (a, b) dans (#),, t>U,(t) est une 
application continuement différentiable de (a, 6) dans (J’),, vérifiant 
le système différentiel (3,1) avec la condition initiale et le second 
membre donnés. De plus, la solution dépend continuement de la 
donnée initiale et du second membre, dans un sens évident. 


Remarque. — Si le problème de Cauchy homogène est bien posé, 
mais non uniformément, alors R(y; {, a)e(Om),, mais on ne peut 
rien dire de R(y; {, t) et on ne peut rien conclure sur le probléme 
de Cauchy non homogène. 


§ 10. Matrice résolvante du système de composition 
et expression de la solution du probleme de Cauchy. 


Nous supposerons désormais vérifiées les conditions du théo- 
reme III. Posons alors 


(10,1) R,(¢, 7) F,R(Y ; t, t)L pour ax r< t=. 6. 


IL s'agit la d’une transformation de Fourier sur la seule variable 
d’espace, pour ¢et * fixés. R,(¢, t) est la matrice résolvante du sys- 
tème d'évolution du type de composition (2,2). Elle possède les 
propriétés suivantes : 

1° Pour toutes valeurs de ¢ et t (<<), R.(é, +) est une distribu- 
tion à décroissance rapide, €(0),. L’application (¢, t)—> R,(1, t) du 
triangle (a<t<t<b) de (a, b)><(a, 6) dans (0!), est continue- 
ment différentiable. 

2° Avec la condition initiale 


(10,2) F(t, cho Dia I = matrice identique, 


elle vérifie le systéme différentiel qui la caractérise 


ù 
(10,3) RE 5) + ADR (E 9 =o. 
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3° Elle vérifie la relation fonctionnelle 


(10,4) R.(é,, t aR AU t)—=R;(4,, t,) pour l, < t, < ly. 


Elle n’est pas nécessairement inversible. 
4° Un problème de Cauchy (t, < ¢) est résolu par la formule: 


(10,5) U,(t)=R,(t, ¢,)4U.(t,) + [a A(t, 5) B(r)de. 


L'intégrale figurant au second membre est l'intégrale d'une fonc- 
tion continue % t à valeurs dans (4’),. Tous les produits de compo- 
sition sont relatifs à la seule variable d’espace « pour ¢ et + fixés. 

5° La dérivée en + de R,(¢, +) ne peut pas s’obtenir par le passage 
à son inverse, puisqu'elle n'est peut-être pas inversible, mais il 
suffit de faire une transformation de Fourier sur la dérivée en 7 


de R(y; ¢, +), donnée par (4,7): 
d 
(10,6) SRE. t) — Ré, TA (t) = 0. 


6° Si la matrice A, est indépendante de ¢, le système différentiel 
est défini pour tout l'axe des ¢. Si dans un intervalle (a, t b) particu- 
lier, le problème de Cauchy est bien posé, il l’est uniformément, et 
dans tout intervalle (a, b 5’) fermé fini (comme on le voit sur (3,1) 
en appliquant les théorèmes II et III). Il y a lieu d'introduire la 
matrice R,(t)—R,(¢, 0), définie pour {> 0; alors 


(10,7) R,(é, T)=R,(t — 7); ait. 
R,(s + t)=R,(s)*R.(¢), s> 0, ee sy 
La matrice R,(¢) commute avec A, (pour le produit de composi- 
tion en x, pour ¢ fixé), et elle peut être interprétée comme une 


exponentielle de cette matrice (pour le produit de composition en x, 
pour ¢ fixé): 


(10,8) R,(¢) = expé(— ¢A,). 


Cette exponentielle est une façon d’écrire la relation (10,3), et les 
relations fonctionnelles (10,7); elle ne doit pas être interprétée 
comme une série Re babi 


(10,9) 20e) CA 
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car une telle série est en Bigs divergente. La série correspondante 


dans Y" 
k 
CaaS) Ry; 0 =¥ En} 


2, 


est bien convergente dans (&), mais non dans (Oy), ou (9”),. Remar- 
quons cependant que l’application ¢—> R,(¢) de la demi-droite {20 
dans (0!), est indéfiniment différentiable (mais non analytique, et 
non prolongeable à { complexe) et que (10,9) est son développement 
de Taylor pour {— 0. Nous avons là un semi-groupe d'opérateurs 
dans (4°), (ou un semi-groupe dans l'algèbre (0:),) dont — A, est le 
générateur infinitésimal ("'). 


§ 11. Valeurs initiales et valeurs finales. 


La matrice ‘R(y; ¢, t) est toujours inversible. Son inverse R(y ; 
t, ¢) est toujours dans (&),. mais non nécessairement dans (Oy), ; 
donc R,(¢, t) n’est pas nécessairement inversible, et le problème de 
Cauchy peut être bien posé dans (a, 6) sans l'être dans (a, b). 
L’équation dela chaleur en donnera un exemple. Mais si les deux pro- 
blèmes de Cauchy sont uniformément bien posés, alors R,(¢, t) est 
inversible (pour le produit de composition en x, pour ¢ et + fixés) et 


(11,1) RS (¢, t)=K,(z, 0). 

Le systéme d’évolution est alors dit réversible. Le présent permet 
non seulement d'indiquer l'avenir mais aussi le passé. Dans le cas 
ou A, est indépendant du temps, cela signifie que R,(¢) est définie 
pour toutes les valeurs réelles de ¢; (10,7) et (10.8) sont vrais quels 
que soient s et ¢ réels, et 


(11,2) RS" (DR (— 2). 


Au lieu d'un semi-groupe, on a un groupe à un paramètre. 


§ 12. Autres problèmes de Cauchy. 


Lorsqu'on remplace l'espace de distributions (‘’), par un autre 
(6), les conditions changent complètement. Cependant si (%#) est 


(1) Voir « Functional analysis and semi-groups », Hille, American Mathematical 
Society Colloquium Publications, vol. 31, 1948. 


L LE: , oe 
LES EQUATIONS D EVOLUTION LIEES AU PRODUIT DE COMPOSITION 33 


l'un quelconque des espaces (), (0/), (Dip), (tp), (Om), (9°), les 


conditions pour que le problème de Cauchy soit uniformément 
bien posé sont toujours celles du théorème III. Nous admettrons la 
nécessité de cette condition. Mais sa suffisance est triviale: car si 
(t, t) >R,(¢, +) est une application continuement différentiable de 
(a, b) X (a. b) dans (0),, l'application 
(EE, Uz(é,)) > U,(t) = RCE, t,)*U(t,) 

de (a, b) ><(a, b) ><(46), dans (4), est continue, et U,(t), conti- 
nuement différentiable en ¢, vérifie |’équation différentielle avec la 
condition initiale donnée. 

Dans la théorie classique des équations aux dérivées partielles, 
on utilise des espaces de fonctions tels que les L? plutôt que des 
distributions; mais on se heurte alors à des difficultés qui sont très 
génantes dans la solution du problème (remarquons alors que si A, 
est un opérateur différentiel, il ne définit pas une opération continue 
dans L?, le problème doit être posé autrement). Dans les plus élé- 
mentaires systèmes hyperboliques, la matrice résolvante R,(#, +) est 
une distribution authentique et non une fonction ; 


U;(+) = R(t, tb) (ts) 


est une distribution e(®;,) si U,(¢,)eL?, mais elle n’est pas dans L’ 
elle-même. Soit k le plus petit entier tel que R,(¢, t) soit somme finie 
de dérivées d'ordre <k (en x) de fonctions sommables (eL')("*). 
Alors U,(#) sera, pour tout {, dans L? ainsi que ses dérivées (en x) 
d'ordre  m, si U,(t,) est dans L? ainsi que ses dérivées (en x) d'ordre 
<k-+m, tandis que, si on suppose seulement U,(¢,)eL?, U,(#) sera 
seulement somme finie de dérivées (en x) d'ordre <k de fonctions 
de L?. Cet écart inévitable de k entre la différentiabilité de U,(¢,) et 
celle de U,(#) est d'autant plus gênant que le système différentiel 
peut être d'ordre < k. 


§ 13. Systèmes hyperboliques. 
Un cas particulièrement intéressant d’autres problèmes de Cauchy 
est celui où (3), est l'un quelconque des espaces suivants : (N), (&), 
(E), (2). Dans ce cas il y aura évidemment lieu de prendre A,(t) 


(2) Voir « TD », tome II, page 100. 
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dans (£/), et non plus seulement dans (0!),, de façon que le produit 
de composition avec A,(t) soit une opération continue de (4) dans 
(3); nous supposerons aussi continue l'application {— A,(t) de 
(a, b) dans (&’),. De toute façon nous ne connaissons pas d'autres 
cas que ceux de certains systèmes différentiels (A.(t) = polynome 
de dérivation, support à l’origine) pour lesquels le système puisse 
être bien posé dans ces quatre espaces. 


Tuéorème V. — Pour que le problème de Cauchy soit uniformément 
bien posé dans (a, b) pour l'un des quatre espaces (D), (&'), (8), (2), 
il faut et il suffit qu'il le soit dans (4°), et que la matrice résolvante 
R, (4, t) soit dans (&’),, et ait son support dans un compact fixe de X". 

1° La condition est nécessaire. 

On ne peut pas employer directement une transformation de 
Fourier, car les hypothèses n’entrainent pas trivialement que le 
problème de Cauchy soit bien posé dans (4). 

Nous supposons que l'application U,(t)—U,(t) de (4), dans 
(4), est continue. Le problème de Cauchy étant bien posé, a une 
solution unique, donc l'application précédente commute avec les 
translations de X”; elle est donc de la forme U,(¢) — R,(¢, t)*U,(z), 
ou R,(¢, r)e(&), ("*). 

Ces applications étant équicontinues lorsque f et t varient, R,(¢, 7) 
est bornée dans l'espace #(%6, 36) des applications continues de (96) 
dans (946) muni de la topologie de la convergence uniforme sur les 
parties bornées, c’est-a-dire précisément dans (6), avec sa topo- 
logie: donc le support de R,(¢, +) reste contenu dans un compact 
fixe de X" (ce raisonnement suppose évidemment (a, b) compact ; 
le support de R,(6, a) grandit avec l'intervalle (a, b)). Encore faut-il 
faire la Jonction entre cette matrice R,(¢, +) et celle des précédents 
paragraphes. Comme U,(¢) est solution de l'équation différentielle 
(2,2) dans (4#),, R,(¢, t) est solution de l'équation différentielle (10,3) 
dans {(%6, 36) muni de la topologie de la convergence simple ; mais 
alors R,(¢, +) différentiable en ¢ pour cette topologie a une dérivée 


ù : ‘ : 
splat t) =— A,(é)R.(¢, +) qui est continue pour cette topologie, 


mais qui, les R,(¢, r) et A,(¢) étant équicontinues, est aussi continue 
dans 4(46, 36) muni de la topologie de la convergence uniforme sur 
les parties compactes (ou bornées) de (#4), donc dans (6’),; alors 


(13) Voir « TD », tome IL, page 18, et tome I, page 89. 
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R,(¢, t) est différentiable en ¢ dans (6), ("*), et y vérifie l'équation 
différentielle (10,3). A fortiori est-elle différentiable dans (O,); et 
solution de l'équation (10,3), ce qui prouve que le problème est 
uniformément bien posé dans (S"), et que R,(¢, +) est la matrice 
résolvante déjà définie. | 

2° La condition est suffisante. 

Moyennant les hypothèses, l'application 


1 , A at 
EURE t.)¢Ua(t,)-+ | Rae 2)gBe(z)ar 


(2) ~ & 
est évidemment solution de l'équation différentielle (2,2) dans (4), 
et y dépend continuement des données initiales et du second membre 
supposés dans (46), (4) étant l’un quelconque des quatre espaces 
précédents. 

Il faut encore montrer l’unicité de la solution, qui, si (46) est (D) 
ou (&’), résulte du théorème I, mais n’en résulte pas pour (46) —(£) 
ou (D). Il suffit d'ailleurs de montrer l’unicité dans (4). Pour cela, 
écrivons (2,2) en y remplaçant ¢ par t, composons (en x) à gauche 
avec R,(¢, <), nous obtenons 


d 
(131) Rb gy ZU.) + RAL Dp Aal)gUeC) 
te 0) 
Compte tenu de (10,6), cette équation s’écrit 


d i 
(13,2) [RC ss U.(®) | =R,(t, 2)B,(2); 


compte tenu de la condition initiale pour {— {,, une intégration en t 
de :—t, à tt redonne la formule (10,5) comme seule forme pos- 
sible de la solution. = 

Il n’aurait pas été possible de démontrer l’unicité de la solution 
par la méthode du changement d'inconnues du § 5, car BG) 
n'est pas nécessairement inversible (pour le produit de composition 
en x). 

Nous appellerons hyperbolique un système (2,2) (avec A,(t) dans 
(’),) pour lequel le problème de Cauchy est uniformément bien 
posé dans les quatre espaces (%) précédents. La résolution d’un tel 
problème de Cauchy est purement locale, en ce sens que la connais- 


(#4) Voir note 9, page 28 
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sance de U,(¢) sur un ouvert w relativement compact de X”" ne 
dépend que de la connaissance de U,(¢,) et de B,(¢) sur un ouvert 2 
relativement compact de X". Tous les systèmes hyperboliques connus 
sont réversibles (§ 11). Des conditions trés générales d’hyperbolicité 
ont été données par MM. Petrowsky et Garding (**). 


Tutortme VI. — Si un système d'équations aux dérivées partielles 
du type de composition de la forme (2,1) où toutes les dérivations 
sont d'ordre <m=1, est tel que le problème de Cauchy homogène 


—— 
soit uniformément bien posé dans (a, b) pour l’espace (9), le système 
est hyperbolique. 
Notre système homogène peut en effet s’écrire sous la forme 


(13,3) UE + Ÿ AD UD 0: 


1J=1463 sn 


Les A; sont des matrices carrées numériques dépendant continue- 
ment de {. Par transformation de Fourier: 


(13,4) a uO+( y rer AKO MEO =0 


Hd aes 


La matrice résolvante (y; ¢, t) est définie par 


Ry: 4 Ho y ay AAD) AC: «)=0, 


Pia toes, ven 


(13,5) 
Sie ead ae © 


Les coefficients de cette équation différentielle sont analytiques 
en y, et permettent de définir R(y; {, t) pour y complexe comme 
une fonction holomorphe entière de y. Ceci est d’ailleurs valable 
toutes les fois que A,(t) est dans (8’),. Mais ici nous pourrons 
majorer R(y; ¢, t), pour y complexe, de la façon suivante. 

Si nous appelons M la norme d’une matrice carrée à N lignes et 
N colonnes (considérée comme opérateur dans l’espace RY muni 
d'une norme quelconque), on voit que la matrice numérique At) 


(rs) Petrowsky : « Ueber das Cauchysche Problem für Systeme von partiellen Differen- 
tialgleichungen my Recueil Mathématique (Sbornik), 1937, t. IL (44), N. 5, pages 815- 
868. Garding: « Equations différentielles linéaires hyperboliques à coefficients constants », 
Comptes Rendus de l'Académie des Sciences, t. CCX XVI, p- 539-541, 16-2-48. 
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conserve une norme bornée lorsque { varie, done la norme de 


VW AO est bornée par Aly|, où A est une constante, et 


u 
| 9 


yl? =|y,)? + lye? te AP 


Par ailleurs, si la matrice numérique M(¢) dépend de ¢, et si elle est 
dérivable, M(t) est continue, non nécessairement dérivable, mais ses 


MO < Gr D'où, en vertu 


nombres dérivés vérifient toujours 


de (13,5), 


es | es 
(13,6) lat O5 t, DS ra AG Lowy: 


d'où. puisque Ry; t,t) =1, la majoration classique 


(13,7) R(y: 4 +) << exp (an Aly|(t—2)). 


La résolvante est donc une fonction holomorphe entière de type 
exponentiel en y; alors, d’après le théorème de Paley-Wiener (''), 
si l'on fait l'hypothèse que le problème de Cauchy est uniformément 
bien posé (ou même plus généralement que R(y; #, t) est dans (J’),), 
R,(é, t) a son support contenu dans un compact de X", à savoir la 
boule |x| << A(t— 7) < A(b— a). Ce support est réduit à l’origine 
pour ¢—rt, et s'agrandit progressivement avec { — +, avec une vitesse 
finie. En utilisant les résultats de MM. Plancherel et Polya (''), on 
peut obtenir beaucoup plus de précisions sur le support de R,(¢, t), 
dans les cas hyperboliques classiques. 


§ 14. Systéme adjoint. 


Le système adjoint du système homogène (2,2) est, par défi- 
nition 
d Ae 
(14,1) VO A (Da Va(t) — 0 


(‘A est la matrice transposée de A; Test la symétrique de T, définie 
par l’isomorphisme x—> — x de X" sur lui-même) ("*). 


(16) Voir « TD », tome IL, page 128. = 3 ; 

(17) Plancherel-Polya: « Fonctions entières et intégrales de Fourier multiples »; Com- 
mentarii Mathematici Helvetici, 9 (1936-37), pages 224-248, 

(8) Voir « TD », tome IL, page 24. 
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’ , d A LA 
On voit en effet que l'opérateur at Aaa est le transposé 


wate d 
de l’opérateur ai + Ab). 


Tuéorème VII. — Si le problème de Cauchy est uniformément bien 
posé dans (a, b b) (valeurs initiales) pour le système (2,2) il est unifor- 
mément bien posé dans (a, b b) (valeurs finales) pour le système adjoint 


14,1 
oe des conditions très générales ce théorème est vrai quel que 
soit l’espace de distributions (46) considéré; nous le montrerons ici 
seulement pour (4). 
Par transformation de Fourier (en variable spatiale) le système 
adjoint devient : 


(14,2) — Fall) + — y UE —0. 


L’équation (4,7), si l’on y échange ¢ et + et que l’on effectue la 
transposition et la symétrie , montre que la matrice résolvante 
pour (14,2) est 


(14,3) R—ys4, 8) 


qui, si R(y; ¢, +) est majorée par un polynome en y quels que 
soient ¢ et t, t<#, est aussi majorée par un polynome en y quels 
que soient ¢ et t, > ¢. Nous voyons en même temps que la matrice 
résolvante de (14,1) est 


(14,4) R(t, 6). 


On voit d’ailleurs directement que cette matrice vérifie toutes les 
propriétés caractéristiques de la matrice résolvante. 

Soient alors Y,(t) et V,(¢) des solutions respectives de (2,2) homo- 
gène et (14,1). On a la relation suivante 


(04.5) FLUO SV] = F(U.()3V.0 + Ul), 20.0 
on ae LAOPLOA AO 7. 'U,(6)4 A (be 2(¢) nd 


d'où 
(14,6) POP ME AUE 

distribution indépendante de ¢. 
Cette formule suppose que ces produits de composition aient un 
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sens. Il en sera ainsi par exemple si U,(a)e(S’),, V.(b)e(O!),. car 
alors d’après le § 12 et le théorème VII, U,(t) et V,(t) sont, respec- 
tivement dans (4), et (O.),, des fonctions continuement différen- 
tiables de ¢. 

Si maintenant V(b) = V(x, 6) est une fonction €(S),, le théo- 
rème VII montre que V.(t) = V(@, t) est dans (S), et y dépend dif- 
férentiablement de ¢, de sorte que GC; — C(x) est une fonction (qui 
appartient à (0w).), et, en faisant x — 0, on trouve 


(14,7) 'U,(t)- V(x, D = 3 eV om, dr ==, Gonstante. 
x" 


Ces propriétés, basées sur l'équation différentielle (4,7), peuvent 
remplacer cette dernière dans la démonstration d’unicité du théo- 
rème V (condition suffisante). En prenant en effet, pour le système 
homogène, U,(¢,)€(”)., V(t.) = V(æ, t,)(D),, on aura, pour 


pene. 
la relation (14,7) qui donne 
(14,8) "U(,): Vw, ) ='Us,)- V(x, 4). 


Le premier membre est nul si U,(¢,)—=o0, donc le deuxième l’est 
aussi; mais V(x, ¢,) est arbitraire, donc U,({,)—0, ce qui prouve 
que le système homogène (2,2) n'a pas de solution non nulle cor- 
respondant à une valeur initiale nulle. 


§ 15. L’onde élémentaire. Le principe de Huygens. 


Les équations (10,2) et (10,3) permettent d’appeler R,(£, =) l'onde 
élémentaire relative à l'instant initial + et au point initial o de X"; 
celle qui correspondrait au point initial Ede X" serait la translatée 
ie Oars 

Considérons alors une solution U,(¢) du système homogène (2,2). 
Sa valeur initiale U,({,) peut être décomposée en « combinaison » 
de distributions à supports ponctuels sous la forme 


(15,1) IG y= fs Pt 


qui revient à écrire 


(15,2) U (4) = Sel g,U.(t,)- 


PE 
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Alors en vertu de la linéarité du problème, il sera naturel de 
prendre comme solution du système homogène 


(15,3) U(D— J Reels LUE : 


ce n’est autre chose que l'expression (10,5) de la solution. D'autre 
part la majeure du principe de Huygens ("*) exprime que, pour 
passer de la valeur U,(¢,) à la valeur U,(¢,), on peut passer successi- 
ment de U,(é,) à U,({,) puis de U,(¢,) à U.(t,); elle est identique à 
la constatation de l’existence et de l’unicité du problème de Cau- 
chy. Sur l'onde élémentaire, elle donne la relation fonctionnelle 
(10,4), qu'on peut aussi écrire 


(15,4) Î, RL RSS SR ES 


§ 16. Noyau élémentaire, solution élémentaire. 


Dans ce paragraphe, nous utiliserons systématiquement les nota- 
tions et propriétés de la théorie des noyaux (*”). Nous raisonnerons 
alors sur l'espace X"><(a, b), et considérerons des fonctions et dis- 
tributions en x et { (on pourra remplacer ici l'intervalle (a, b) fermé 
par l'intervalle ouvert correspondant pour éviter toute difficulté). 
Toute expression telle que A,(¢) sera alors considérée comme dis- 
tribution en x et é. 


L'opération D + A (D (de (D),, , dans (2), ;) sera définie par un 


noyau L qui est manifestement 
réa) ile = Le: >< ai] ot Aguy(t)en se 
Autrement dit, si o(x, JD). ;, ona 
(16,9). ice f ef Doe, dd = + AO) 592, t). 
Xn x(a, b) 


ioe Hadamard : « Le probléme de Cauchy ct les équations aux dérivées partielles liné- 
aires hyperboliques », Paris, Hermann, 1932, page 75. 
(au) Cotte théorie n’est pas encore publiée. Un résumé paraîtra dans les Proceedings du 
Congrés Mathématique International de Cambridge (septembre 1950). 


LES EQUATIONS D EVOLUTION LIÉES AU PRODUIT DE COMPOSITION (I 


Le noyau adjoint ou transposé s'obtient en transposant la 
matrice L et échangeant æ et 2, ¢ ett: si ‘L est ce noyau, 


(16,3) (ANGEL TE 


et ‘L est le noyau associé à l'opérateur transposé a gy 
défini au § 14. nS 

La matrice résolvante R,(4, t) n'est en principe définie que pour 
{ >t; nous appellerons ed l'application de (a, b)><(a, b) dans 
(9), égale à R(t, 7) pour {> et à o pourt <r. (On peut écrire 
E(t, t)= Y(t—7)R,(t, 7), Y étant la fonction d’Heaviside, si 
R,(t, t) est définie pour toutes les valeurs de ¢ et r.) Au sens usuel 
des dérivations en ¢ que nous avons considéré jusqu'à maintenant, 
nous devons substituer le sens de la théorie des distributions en x 
et {. Comme alors E présente la discontinuité 3,1 pour ¢—=t, sa 


9 Dye, oF 


x 
(x) 


dérivée 1 sera sa dérivée usuelle, considérée jusqu'à maintenant, 


augmentée de d,1 ><3,_.. Alors 


ù | = 
(16,4) [Au [EAC rs ee 
ou 
(16,5) Le E= ffL. SE (0, DAMES SCT, 
X"><(a, b) 


ce qui prouve que E, .,.—EK,_.(¢, t) est inverse à droite du 
noyau L. C’est donc ce qu’on appelle ordinairement un « noyau 
élémentaire » associé à l'opérateur différentiel L. 

Mais il y a plus. Les résultats du § 14 montrent que le noyau 
adjoint de E, soit 


(16,6) (ER). eg oo Balt) 
est aussi l’inverse à droite du noyau adjoint ‘L; donc E est non 


seulement inverse & droite, mais aussi inverse 4 gauche et donc 
inverse bilatère de L; ce qui d’ailleurs résulte directement de 


(10.6): | 
160,7) Lek Eoh SL o*B— Bohs, <0, 1 
7 


Cette nature bilatère du noyau élémentaire est connue pour les 


équations aux dérivées partielles hyperboliques. Elle tient à la même 


raison profonde : les opérateurs considérés ici forment une algèbre. 


(Ce sont des opérateurs de composition en x, pour fet + fixés, définis 


mit tif shit 
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par des applications continues de (a, b)><(a, 6) dans ((,),); or dans 
une algèbre l'existence simultanée d'un inverse à droite et d'un 
inverse à gauche entraine leur égalité. 

On sait qu'un noyau élémentaire assez régulier donne une « solu- 
tion élémentaire ». Ainsi E,_,(¢, t), pour & et 7 fixés, est une dis- 
tribution en x et ¢, et l'équation (16,4) montre que c’est une solu- 
tion élémentaire du système différentiel (2,2) pour le point €, +. 

Le noyau ou la solution élémentaire (dans le cas d'équations aux 
dérivées partielles) servent à résoudre des problèmes de Cauchy 
correspondant à des données initiales sur des hypersurfaces très 
générales, qui ne sont pas nécessairement des hyperplans {—con- 
stante (*‘); ainsi la matrice résolvante R,(¢, 7) résoud non seulement 
les problèmes de Cauchy posés dans les paragraphes précédents, 
mais des problèmes de Cauchy bien plus généraux. 


Remarque. — Considérons le système (matriciel) d'ordre / en ¢: 


(16,8) (a) YO Jaoe(g) 040] =B,(1). 


Comme nous l'avons vu au § 1, il peut être ramené à l’ordre 1 ; 
mais il peut aussi étre résolu directement. En particulier, si nous 
appelons matrice résolvante (si elle existe) la matrice R,(¢, t) véri- 
fiant le système différentiel avec les conditions initiales suivantes : 


(16,9) OT + Pas) R, (4, | So: 
rA<l 
Ro CE D a Seek te 0 


d'—'R 
(Bae 7) — dl, 


le noyau E, ; ,.—=E,_,(t, +) associé à R comme il a été vu plus 
haut est un noyau élémentaire (et pour la même raison un inverse 


bilatère). 


§ 17. Exemples divers. 
Exempce I, — Equation de Laplace, elliptique. 


CT) £ U,(t) + AU. (4 FO} 
dt 


(1) Voir « TD », tome I, pages 131 et 135. 
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(17,2) AO + 4m |y PU, (0 =o. 
(17,8) UD = (ch anil oji(o) + SIT) (0, 
27 


La solution trouvée n'est pas en général tempérée, le problème 
de Cauchy est mal posé. Mais la centile précédente permettrait 
d'étudier divers « problèmes de Dirichlet »: si on se donne U,(o), 


déterminer tat (o) de façon que le problème de Cauchy soit pos- 


sible et donner sa solution. La solution trouvée, toujours harmo- 
nique au sens usuel pour { > o, correspond néanmoins à une valeur 
au contour qui est une distribution €(J’),. 


Exempze Il. — Equation de la chaleur, parabolique. 
d 
(17,4) av) — A,U,(t) = 0. 
d ME 
(17,5) UL(E + Athy /MU,() =o. 
(17,6) Ry; t) = exp (— An'ly|"t) (voir § 4, 5°). 


R(y; t) est dans (Oy), pour t> 0; le problème de Cauchy est 
bien posé pour les valeurs initiales, mais non pour les valeurs finales. 
R,() est donc définie seulement pour / > 0, et 


(17,7) R(t) = exp (142) = F[exp (— hn? |y|*2)| 


=( =) exp (—|2|*/At). 


On trouve des circonstances analogues pour l'équation de la cha- 
leur itérée : 


(17,8) (oS -) )UO=0, 
(17,9) tres init) 1,0 0. 


La distribution résolvante (au sens de la remarque qui termine le 


§ 16) est ry 
Cero) A ROMY: ae Di ; exp (— 4rlyle), 
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d'où, pour { > 0: sa ; 
k as I + 2}} 

tn One de exp (— |e"/A). 

La distribution E®(?), égale à R(t) pour ¢ > 0 et à o pour {< 0. 
redonne la solution élémentaire bien connue de l'équation de la 
chaleur itérée. 

La nature des solutions trouvées appelle quelques remarques. 

A) La résolvante relative à l'équation itérée k fois s'obtient en 
multipliant par ¢*—*/(k — 1)! la résolvante de l'équation elle-même. 

Plus généralement, soit (46), un espace de distributions. Nous 
désignerons par U,—- A,:U, n'importe quelle opération linéaire 
continue de (46), dans lui-même. Un système d'évolution très 
général (qui n’est plus du type de composition) est défini par 
l'équation différentielle (matricielle) 


és S(t) Ad Ui =o, 


où les A,(t) sont équicontinues, et où ¢— A,({) est une application 
continue de (a, 6) dans l’espace #96, 4) des applications linéaires 
continues de (96) dans lui-même (muni de la topologie de la conver- 
gence simple). Si le problème de Cauchy est uniformément bien 
posé, on pourra, si (46) est complet, ou si dans (4) l'enveloppe 
convexe fermée de tout compact est faiblement compacte, trouver 
une matrice résolvante R(t, t), > R,(¢, t) étant encore une appli- 
cation continue de (a, b) dans (436, 4). Cette matrice vérifie 
l'équation différentielle, avec la condition initiale R(t, +) — opéra- 
teur identique de (36) dans lui-même. On voit alors immédiatement 
que l'équation itérée 


FR [GA | U.@=0 


a aussi son probléme de Cauchy uniformément bien posé et a pour 
matrice résolvante (au sens de la remarque qui termine le § 16): 


t—<) 
3 RO Ts Det y 
(17.14) 6 yO Rt) 

B) La résolvante de l'équation de la chaleur relative à X" s’ob- 
tient en élevant à la puissance n-ième (pour la multiplication ordi- 
naire) celle qui correspond à n= 1 (*). 


(22) C'est à la suite d’une conversation avec M. Garnir que j'indique cette propriété, 


# La a 
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Plus généralement soient 


SUL!) + ASO Ue à, 
(17,15) 
SV) + B,(4) : VC) =o, 


deux systèmes d'évolution très généraux (non nécessairement du 
type de composition; voir A), relatifs à deux espaces X” et Y". 
Supposons leurs problèmes de Cauchy uniformément bien posés, et 
soient R,(¢, +) et S,(¢, t) leurs matrices résolvantes. 

On peut alors former le système d'évolution sur Z? = X">< Y": 


(17,16) oWa, (+ [A+ B,(0)] : W., (9 —0. 


On devra cette fois faire sur les espaces (46), et (4), considérés 
des restrictions telles que leurs produit « tensoriel » puisse être 
défini (avec d'honnêtes propriétés), alors W,, (4), @ (#),. 

Ce système aura alors aussi un problème de Cauchy uniformé- 
ment bien posé, et sa matrice résolvante sera 


Peres) eet hd ter A att), 


C) Pour les équations de la chaleur itérées, le probléme de 
Cauchy est uniformément bien posé (en valeurs initiales) pour 
l’espace (46), des distributions dont le produit par exp (— ¢|z|*) est 
borné sur X”, quel que soit s > 0, muni de la topologie suivante: 
des Te(H), convergent vers o si, quel que soit « > 0, les 


T; exp (— ¢|a|*) 


convergent vers o dans l’espace (’), des distributions bornées sur 
X". (30) a des propriétés analogues à (0,)(**). 

D) La solution élémentaire E,(¢) (§ 16) est, en dehors de l'ori- 
gine æ—0, {—0, une fonction indéfiniment dérivable en x et {, 
donc toute distribution (en x et {) solution d’une équation homo- 

ène de la chaleur itérée est une fonction indéfiniment dérivable 
_enæet é(*). 


(23) Voir « TD », tome II, page 100. 
(2) Voir « TD », tome I, page 137, et tome II, page 151. 
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Exempte III. — Equation des ondes, hyperbolique. 
2 
hone) AUD — A Ut) —0: 
(17:19) PU + bry U0) = 0. 
: en. sin 2r|y|é\ /dU 

6 = | : | : 
(17,20) U,(t)=(cos anly|t) L(0)-+( only’ \ di pol 
Les fonctions cos 2r|y|{ et Sun sont dans (Oy), et même dans 

2T|y 


(8), (bornées ainsi que toutes leurs dérivées partielles en y). Done 
le problème de Cauchy est uniformément bien posé pour tout inter- 
valle de temps fini: indifféremment en valeurs initiales ou finales 
(système réversible). De plus le système est bien « hyperbolique » 
au sens du $ 13, en vertu du théorème de Paley-Wiener : cos 2r;y|{ 

sin 27/y|é 

2r|yl 

exponentiel. 

Aucune différence n'apparaît, dans la formule de la solution. 
suivant la parité de n. Mais cette différence va apparaître dans la 
transformation de Fourier %,). On trouve les formules suivantes, 


pour la résolvante : 

= sinarlylt 
(17,21) RO = Fyn gan 
D'où les formules suivantes : 


(17.99) R= [ae (EE) pe [eel] 


2 2 


sont des fonctions holomorphes entiéres de y, de type 


ro |= 
| 


(avec a* == sup(a, 0)), sin est pair ou égal a 1, 


(78) ROZ. 8. 8--Cp—OI-"(paqy) (ea) 


(u..(é) étant la distribution sur X" formée de la masse + 1 répandue de 
façon homogène sur la sphère |x| — ¢), sin = 2p + 1 est un nombre 
impair > 3. On appelle souvent $,_, la mesure portée par la sphère 
|w|=t, de densité superficielle + 1 (*), de sorte que 


ED TN pt San! 12) 


2 


(*") Dans un article ultérieur, relatif au changement de variables pour les distributions, 
nous montrerons que ce langage est entièrement justilié. 
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S, est l’aire de la sphére unité. Alors on a aussi pour n—92p+ 1: 


en pen 


et, dans le cas particulièrement important n= 3: 


(17,26) RAD tuo) = 79 nt 


La solution élémentaire de l'équation des ondes est alors E,(¢) 
(§ 16, remarque finale), égale à R,(t) pour {> o et à o pourt<o. 
On peut de même considérer l'équation des ondes itérée 


(17:27) (G — 4.) U0. 


(17,28) (G+ oo *) A, =o. 


La résolvante (§ 4, 6°) est 
M k ee 
(amly|t). 


(17,29) Hy: = (=) ee 


Pour avoir la transformée de Fourier de cette fonction (qui est 
holomorphe entiére de type exponentiel en y), nous utiliserons la 
formule suivante: zt 


(17,80) FPE [Gary fier (ren rien 


Cette formule est valable sans le symbole Pf. pour Ry > — 1. 
Pour Ry < — 1, elle est valable par prolongement analytique en », 
sauf pour les valeurs singulières, qui sont v= — 1, — 2, —3.. 
Alors, pour n pair, ou pour n impair si k >(n-+-1)/2, 
jh 


4” 
n’est pas singulière, et on aura 


FE RO) = [x ak le 
sPt[(e—ley | 
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Au contraire, si n est impair et k<(n—1)/2, » est singulière. 
Nous utiliserons alors la formule 


(17.88) FO Je) (axial) 
2 
Alors, de la formule classique 


(17,33) ie 7) 730)| = afer JG]; 


on déduit 
(17,34) ROC) 


=f enone) (5a) en) 
po] (8) Ce) 


Rappelons que, dans les formules (17, 23 et 34) le fait que le 
support de la solution élémentaire soit sur la surface du cône 
d'ondes, ¢* —|x|*—0, est la mineure du principe de Huygens (**). 


Exemete IV. — Evolution d’une fonction d’ondes en mécanique 
ondulatoire. 

Dans le cas d’un potentiel nul, la « distribution d’ondes » d’une 
masse ponctuelle vérifie l'équation d'évolution (**) 


(17,35) VD 22 AV (= * 

(17,36) Log (ty Grp (0) — 0 
dt AOS fae BENTO 

(17,37) Ry; ) =exp(— prb) 


Le problème de Cauchy est uniformément bien posé, car R(y; ¢) 
est dans (O),(*") et réversible (§ 11). La matrice résolvante est 


(17,38) R(t) =[(1 + i)V m/V ahe]" exp (— inm|x|*/hé). 
(26) Voir note 19, page 22. 


(2") Voir « TD », tome IL, page 126. 
(28) Louis de Broglie: « L’électron magnétique », Paris, Hermann, 1934, page 59. 
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Exemete V. — Une équation intégro-différentielle. 
; d 
(17,39) onl) — vee U (0 =o. 
.d 2 
(17h) GAL TE erin’ TE arlyit =o. 
2 


3 (17,41) R(y: t. t) — exp REC OR AC 0) 


Comme R(y; {, t) est une fonction indéfiniment dérivable, bornée 
sur Ÿ” ainsi que chacune de ses dérivées, le problème de Cauchy 
est uniformément bien posé, et le système est réversible (§ 11). 


(Parvenu aux Annales en février 1951.) 
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COMPLEXES A AUTOMORPHISMES 
ET HOMEOMORPHIE DIFFERENTIABLE 


par G. de RHAM (Lausanne et Genève). 


Dans cet article, je donne d'abord une nouvelle définition des 
invariants d'un complexe à automorphismes, qui généralisent un 
peu la « torsion » introduite par K. Reidemeister (‘) et W. Franz (’), 
et que j'ai déjà étudiés ailleurs (*). J’indique ensuite une méthode qui 
permet d'appliquer ces invariants à l'étude de transformations topo- 
logiques différentiables d’une variété en elle-méme, en établissant 
leur invariance vis-a-vis des homéomorphismes différentiables. Cette 
méthode est indépendante de la théorie de la triangulation des 
variétés différentiables qui, d'après J. H. C. Whitehead (*), permet 
d'établir la même invariance; elle me paraît digne d'intérêt à cause 
de sa simplicité. Pour terminer, cette méthode est appliquée aux 
rotations de la sphère, ce qui conduit à la classification topologique 


différentiable des formes de Clifford de l’espace sphérique. 


1. Préliminaire algébrique. — Soit E un espace vectoriel (*) de 
rang fini n sur le corps K des nombres complexes. Appelons volume 
dans E tout produit extérieur de n vecteurs de E. Les volumes dans E 


(:) K. Reidemeister, Complexes and Homotopy Chains (Bulletin of the American 
Mathematical Society, Vol. 56 (1950), p. 297-307). D’autres références sont indiquées dans 
cet article. 

(2) W. Franz, Uber die Torsion einer Uberdeckung (Journal für die reine und ange- 
wandte Mathematik, vol. 173 (1935), p. 245-253). ” 

() G. de Rham, Sur les complexes avec automorphismes (Commentarii pie 
Helvetici, vol. 12 (1939), p. 191-211). 

(*) J. H.C. Whitehead, On Ct-Complexes (Annals of Mathematics, vol. 41 Ge) 
p- 809-824. 

(5) Voir N. Bourbaki, Algèbre, Chapitres 11 el 111. 
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forment un espace vectoriel de rang un sur K. Soit E, un sous- 
espace vectoriel de E, de rang n,(o € n, < n), v, un volume dans E, 
et v, un volume dans E/E,. Si E, est un sous-espace vectoriel sup- 
plémentaire de E,, canoniquement isomorphe a E/E,, il correspond 
à v, un volume bien déterminé v, dans E,. Le produit extérieur de v, 
et v, est alors un n-vecteur, c’est-à-dire un volume v dans E et l’on 
vérifie immédiatement qu'il ne dépend que de », et v, dont il est 
fonction bilinéaire. Nous l’appellerons simplement le produit de v, 
et v, et nous écrirons v— v,v, ou v, —v/v,. Il est clair que deux de 
ces volumes déterminent le troisième, au moins lorsqu'ils ne sont 
pas nuls. Afin que ces relations conservent un sens lorsque n, — 0 
ou n,—n on conviendra qu un volume dans un espace vectoriel de 
rang zéro est simplement un nombre de K. 

Considérons maintenant un système (C’, C”, £) formé par deux 
espaces vectoriels C’ et C”, de rang fini sur K, un homomorphisme 
de C’ dans C” et un homomorphisme de C” dans C’, désignés tous 
deux par {, dont les produits se réduisent à zéro, {— o. Désignons 
par H’ et H” les images de C” et C’ et par F’ et F” les images réci- 
proques de o (noyaux des homomorphismes ©). On a C’5 F’5 H’ 
et C"'> F" > H”. Posons encore B’ = F’/H" et BY F"/H". 

Dans la suite, C’ et C” seront les modules des chaines d’un 
complexe, de dimensions impaire et paire respectivement, et ¢ 
l'opération qui donne le bord d’une chaîne. F’ et F” seront alors les 
sous-modules des chaînes fermées, H’ et H” ceux des chaînes homo- 
logues à zéro et B’ et B” les modules d’homologie (ou modules de 
Betti). 

Soient c’, 6’, h, c”, 6”, h” des volumes dans C’, B’, H’, C”, B’, H, 
respectivement. Le produit A’b’ est alors un volume dans F’ et 
c'/h’b’ est un volume dans C’/F’. Comme % applique isomorphi- 
quement C’/F’ sur H", ce dernier volume est appliqué sur un 
volume dans H”, £c//h'b', dont le rapport à h est un nombre a de K. 
Ce nombre est proportionnel a c’ et inversement proportionnel à A’, 
b' et h”. Soit b le nombre analogue obtenu en permutant les signes / 
et ". Le quotient b/a ne dépend plus de A’ ni de h’; il est propor- 
tionnel à c” et à 6’, inversement proportionnel à c’ et à 4”. Nous le 


désignerons par 
: Qo! hb" h! 
D b' (À b” 7 — ¥ 
( c / C ) h’ fe’ (h'b! 


et nous l’appellerons la fonction D associée au système (C’, C’, a: 
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2. Les invariants A, d’un complexe à automorphismes. — Les 
complexes à automorphismes considérés dans la suite seront exclu- 
sivement des complexes à un nombre fini de cellules, munis d’un 
automorphisme y qui engendre un groupe cyclique G, d'ordre fini h, 
d’automorphismes ne laissant aucune cellule fixe (sauf l’automor- 
phisme identique y“). Chaque cellule a d'un tel complexe appartient 
à un cycle de À cellules, ÿ“a (k=0, 1, .…, h— 1), qui sont per- 
mutées circulairement sous l'effet de ¥. Sied,, (!'aj'est'un systéme 
fondamental. de cellules, c’est-à-dire un ensemble qui contient une 
cellule et une seule de chaque cycle, prise avec une orientation, 
toute chaîne c du complexe, à coefficients dans K, est égale à une 
combinaison linéaire à coefficients dans K des y*a; (k=0, 1, ..., 
h—1;i=r, ..., n), qu'on peut représenter par une combinaison 


linéaire des a;, c—= Vea, avec des coefficients &; pris dans l’algèbre A 
de G sur K. Si x eA, on pose zo= (aka, L’espace vectoriel de 


toutes les chaines du complexe est ainsi un A-module, et il en est 
de même de C’, C”, F’, F”, Il’, H”, B’ et B”, en reprenant les nota- 
tions introduites ci-dessus. 

Posons, pour chaque racine h-ième de l'unité €, 


= =: wp ee 5-5: El. | 
Suc t ¢ 
Chacun des e, engendre un idéal de A qui est isomorphe à K et A 


est la somme directe de ces À idéaux. En désignant par c;(£) le nombre 
de K obtenu en remplaçant + par 7 dans l'expression du nombre Ë 


de A, on a Le c-(E)es et E— V'ex(e)e. 


Soit C un A-module et c un élément de C. En posant c, —e;c, on 


a C— Ve, ete Ÿ tc-. Pour une racine h-ième donnée de l'unité #; 
ce oS 


l’ensemble de tous les c, forme un sous-module C, de C, invariant, 
qui est constitué par tous les ce C qui satisfont a l'équation ce — te 
ou à l'équation équivalente c—e,c. Le A-module C est la somme 
directe des C,. 

Cette décomposition s’applique en particulier aux A-modules C’, 
C’, F’, F’. Il’, H’, B’, B” associés à un complexe à automorphismes. 
B; et F;/H: étant canoniquement isomorphes, nous les identifierons, 


ainsi que B et F;/Il;. Pour chaque ¢, on a alors un système 


a 
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où log, , , N log (log, N) pour k— 1, 2, .... Cependant je laisserai 
de cété de telles précisions. 

2. Le théorème 1 est une simple conséquence d'un résultat 
général, qui a été démontré par M. J. F. Koksma et moi-même (*). 
Un cas particulier de ce dernier s'énonce comme suit: 

THÉORÈME AUXILIAIRE. — Supposons que les fonctions f(x) appar- 
tiennent à la classe L*(a, b) et que 


IMMO OL + + fous s(@))" be ICE) 


pour tout M, N >0, alors 


(3) fie) + f(a) +... + fle) =0(N?** (log N)'*8)* 


presque partout dans (a, b). 
Posons maintenant 


Ja) = 9,(2) + 9,(@) + Ho, (x), 
par conséquent nous avons 
(pee poeeee AhiswoaN er > (N — » + 10 | 
Donc, puisque la suite © est orthonormale, nous obtenons 
be 
ies Elu Jus) eS 
=NM+S (N—v+ 1) <N*(M-+N) 


pour tout M, N°> 0. Ainsi on peut utiliser le théorème auxiliaire et 
l’on a 


fl Hoi ve Lee (N Mie 1)9, = 0 (N° (log N)'**)* 
c’est-à-dire 


di 
2 


D (1 }ao=o(N og) 


pour presque tout x, ax <b. 


Remarquons encore une autre con séquence du théorème auxiliaire : 


{ 
{ 


(*) I. S. Gu et J. F. Koxsma, Comptes rendus 227 (1948), p. 1321 etl. S. Gar, … 


Comptes Rendus 228 (1949), p. 638. 
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or 
© 


l'HÉORÈME 2. — Sz les fonctions f(x) sont lelles que 
vb ve 9 = 
7 Ae) re" 


Bet = 19, +, alors 


(4) f(z) + f(x) + +++ + RE) =o\(N (log NV à 


presque partout (a, b). 
En effet, en vertu de l'inégalité de Schwarz nous avons 


fu wits =f en ria à + fu ‘ wy << NUS ath Route aa + fn as) 


donc d’après l'hypothèse 


> . - ~~ D'ou 9 2 
Lo Sacer fut ee thax de END, Je fu (ey de < N°: 


Ainsi, en utilisant le théorème auxiliaire pour le cas >—0, il 
résulte (5) pour presque tout 7, a<r<b. 

3. Pour compléter nos démonstrations, il nous faut prouver la’ 
validité du théorème auxiliaire. La démonstration suivante est une 
forme simplifiée de notre démonstration avec M. J. F. Koksma. Je 
communiquerai ultérieurement une autre démonstration pour la cas 
général. 

Soit donné le nombre € > 0 à l'avance. Pour obtenir le résultat 
du théorème auxiliaire il suffit de démontrer que la relation (3) est 
valable partout dans a x < b sauf sur un ensemble de mesure 0, 
où à > o est arbitrairement petit. Prenons un entier quelconque 
N >» et choisissons l’entier n de telle sorte que D'UN oe 
Nous avons donc 


NT ON fee Fe RE à 
th fe EC ls CES) 


pour tout N satisfaisant à: 2" N < 2"*'. Ainsi notre théorème est 
établi si nous démontrons les propositions suivantes : 


1 


1° tee, SO a) 
partout dans ax < b sauf sur un ensemble de mesure inférieure 
76) 
D 
2 
a 
pee as (2+)n 1+€) 2 
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chaine existe parce que le complexe est homologiquement trivial. 
Si c est une chaine quelconque à coefficients entiers, f son bord, 


ona f= Van et, c— Vong étant fermée, c — Vogt Vol les x; 


et les y, étant entiers. Ces 2n chaînes f, g; forment donc une base 
pour le groupe additif de toutes les chaînes à coefficients entiers et 
se déduisent par suite des cellules au moyen d’une substitution uni- 
modulaire à coefficients entiers. Le lemme résulte immédiatement 
de là en séparant les chaînes f, en chaînes de dimension impaire et 
de dimension paire. 


Lemme 3. — Si le complexe C, se déduit du complexe C, en sub- 
divisant une cellule, on peut construire un complexe C dont C, et ©, 
sont des sous-complexes fermés tels que C (mod C,) et C (mod C,) 
soient homologiquement triviaux. 

Soit a? la cellule de C,, de dimension q, subdivisée dans le pas- 
sage à C,. C, contient toutes les cellules de C, sauf a’, et en plus 
d’autres cellules, de dimension < q, qui proviennent de la subdivi- 
sion ; il existe une chaîne de dimension q formée avec ces dernières 
cellules, que l’on désigne par Sd. a’, ayant même bord que a’. For- 
mons alors un complexe C avec toutes les cellules de C, et de C, et 
encore une nouvelle cellule a7** bordée par a? — Sd. a’. Le complexe 
C (mod C,) qui se réduit aux deux cellules a’*' et a? dont la seconde 
borde (mod C,) la premiére, est homologiquement trivial, et il en 
est de même de C (mod C,). 


Dérinition. — Un complexe à automorphismes sera dit simple, 
s’il contient un sous-complexe fermé homologiquement trivial dont 
les cellules forment un système fondamental. 

Un tel complexe se compose de A sous-complexes fermés iso- 
morphes entre eux, qui sont permutés circulairement par y, et il est 
lui-même homologiquement trivial. Ses modules d’homologie se 


réduisant à zéro, A, est un nombre de K, bien déterminé au facteur 
près + (7. 


Lemme 4. — Les invariants A, d’un complexe à automorphismes 
qui est simple sont tous égaux à un. 

Soit C, un sous-complexe fermé homologiquement trivial dont les 
cellules forment un système fondamental. En appliquant à ce 
complexe C, le lemme 2, on obtient des chaînes f', f’, gj, g' qui 
forment des bases relativement à A des modules C et C” du 
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complexe C. Les chaînes ef’, eg) (i=1, ..., Paper, verse Q) 

form ; ir sri 

a ah ci base de Ge et leur produit extérieur est un volume 
stingué c:. Le produit extérieur des chaines ef) (i—1, ..…., p) 


est un volume A; dans H; et le produit extérieur des chaînes e;g! 
représente un volume dans C;/H; qui est égal à c?/hr. Soient ct et A’ 
les volumes définis d'une manière analogue dans C'et Ht. La relation 
Ji=ig montre qu'on a {c’/h"—kh'; on a de même HORS 
d'où résulte A, — 1. 
Dérinition. — C étant un complexe à automorphismes et C un 
sous-complexe fermé de C invariant par l’automorphisme y, on dira 


que C est une extension simple de C si C (mod C) est simple. 
Nous appellerons aussi extension simple l'opération qui consiste 


à passer de C à C. D’après le lemme 1, nous pouvons identifier les 
modules d’homologie de C et ceux de C. 


Tuéonème 1. — Si C est une extension simple de C, les invariants 
A, relatifs à C sont égaux aux invariants analogues A, relatifs à C. 

Désignons par Cz, ..., respectivement Ci, ..., les modules relatifs 
à C, respectivement C (mod C), analogues aux modules Ci, ..., 
relatifs à C, et pour alléger l'écriture supprimons l'indice ¢ qui sera 
sous-entendu jusqu’à la fin de la démonstration. Un volume dis- 
tingué © dans é peut être représenté par le produit c’—c'c" de 
volumes distingués dans C’ et C’. De même, on peut écrire hhh, 
où À, A’ et h’ sont des volumes dans H, H’et H’ respectivement. 
B étant identifié à B’ et B’ se réduisant à zéro, ona b =D’ et b’—1. 
On a des relations analogues en remplaçant ’ par " et l'on obtient 


UT pn PR ATP OT U 

Le _ __ te LE LE 
et une autre relation qui se déduit de celle-là en échangeant les 
signes ’ et ”. Ces deux dernières relations entraînent A;— A;Ay, 
où A, est l’invariant relatif à C (mod C) qui se réduit à 1 par hypo- 

thèse, d’où finalement A de 

D'après ce théorème, si l'on peut passer d'un complexe à auto- 
 morphismes à un autre par un nombre fini d'extensions simples et 
d'opérations qui sont l'inverse d'une extension simple, on sera assuré 
| que ces deux complexes à automorphismes ont les mêmes invariants 
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A . En particulier, l'opération qui consiste à subdiviser de manières 
correspondantes les cellules d'un cycle se ramène aisément, en vertu 
du lemme 3, à une extension simple suivie d’une opération inverse ; 
elle n’altère donc pas les invariants A+. 


4. Recouvrements convexes d’une variété différentiable. — Soit V 
une variété compacte, différentiable de classe C” (r>3). Etant 
donnée une métrique riemannienne sur V, c'est-à-dire un ds” défini 
positif, dont les coefficients sont supposés de classe C*? (c'est-à-dire 
ayant des dérivées secondes continues, par rapport aux coordonnées 
locales), on sait qu'il existe un nombre positif p tel que, si la distance 
de deux points de V est <p, ils sont les extrémités d’un arc géodé- 
sique de longueur < ,p et d’un seul. Un ensemble E de V sera dit 
convexe, par rapport à ce ds’, si tout arc de géodésique de longueur 
< + dont les extrémités appartiennent à E est contenu tout entier 
dans E. Nous considérerons des ensembles convexes ouverts de 
diamètre <p; on démontre facilement qu’un tel ensemble est 
homéomorphe à la boule ouverte (intérieur d’une sphère eucli- 
dienne) et l'intersection d'un nombre fini de tels ensembles, si elle 
n'est pas vide, est encore un ensemble ouvert convexe. 


DériniTion. — On appellera recouvrement convexe de V tout 
recouvrement fini de V par des ensembles ouverts qui sont convexes 
et de diamètre << + relativement à un même ds. 


Lemme 5. — La boule B, définie dans l'espace Oz, ...x, par 
Vat <r’ est un ensemble convexe par rapport à un ds* donné (à 


coefficients de classe C*), pourvu que r soit assez petit. 
Les géodésiques du ds* donné ont, relativement à la métrique 


euclidienne définie par Var. une courbure euclidienne qui, au 


voisinage du point O, est bornée par un nombre positif A. Supposons 
r<1/A. S'il ÿ avait un arc géodésique de longueur < ¢ joignant 
deux points x et y de B, et sortant de B,, en déplaçant y vers x à 
l'intérieur de B,, on obtiendrait à un instant un arc géodésique 
tangent intérieurement à la sphère euclidienne qui limite B,; sa 
courbure au point de contact serait supérieure à À, ce qui est impos- 
sible. 

Il résulte immédiatement de ce lemme que chaque point de V est 
contenu dans un ensemble ouvert convexe par rapport à un ds’ 


nd à 
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donné, et aussi par rapport à deux ds’ distincts donnés. En tenant 
compte du théorème de Borel-Lebesgue, on voit qu'il existe des 
recouvrements convexes de V, qui sont convexes à la fois par rapport 
à deux ds” donnés. 

Soit R un recouvrement convexe de V, formé par les ensembles 
U;(i— 1, ..., m). Le nerf de R est un complexe simplicial N, dont 
les sommets S; correspondent biunivoquement aux ensembles U,, 
plusieurs sommets appartenant à un même simplexe de N si les 
ensembles correspondants ont une intersection non vide, et dans ce 
cas seulement. Nous représenterons N dans l’espace numérique à 
m dimensions, en plaçant le sommet S, correspondant à U; sur le 
point unité du i-iéme axe de coordonnées Oz;. 


THÉORÈME 2. — Le nerf d’un recouvrement convexe de V a le 
même type d'homotopie que V. 

Ce théorème m'a été communiqué par A. Weil, et c'est à lui 
qu'est due la démonstration qui suit (*). Il est contenu dans une 
proposition plus générale, mais de démonstration plus difficile, de 
K. Borsuk (’). 

Dire que V et N ont le même type d’homotopie, c’est dire qu'il 
existe une application © de V dans N et une application f de N 
dans V, telles que fo et of sont homotopes à l'identité (toutes les 
applications envisagées sont supposées continues). 

Soit W{y) une fonction continue dans V, nulle hors de U; et 
strictement positive dans U;. On peut construire une telle fonction 


pour chaque indice 7. La fonction AN = HN) V¥(9) est aussi 
continue, nulle hors de U,, strictement positive dans U,, et l’on a 
la partition de l'unité den =1 dans V. A cette partition est 


associée l'application © de V dans N qui applique le point y de V sur 
le point x de N de coordonnées 2;=9,y), (i—1, .…, m). L’appli- 
cation associée à toute autre partition de l’unité en fonctions &{y) 
jouissant des mêmes propriétés est homotope à 9, comme on le 
voit en considérant l'application associée à la partition en les fonc- 
tions {(y) + (1 — lai(y) et faisant varier ¢ de o à 1. Par suite, 


l'application 9 détermine un homomorphisme canonique des groupes 


| 


| (Fundamenta Mathematicae, vol. 35 (1948), p. 217-234. 
| | 


s 


(6) A. Weil, Manuscrit non publié. FLE bs s 
(7) K. Borsuk, On the Imbedding of Systems of Compacta in Simplicial Complexes 


veer 
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d'homologie de V dans ceux de N. On verra que cet homomorphisme 
est en fait un isomorphisme sur. 

Considérons la subdivision barycentrique N’ de N. Les sommets 
d'un simplexe 5 de N’ sont les barycentres de simplexes de N qu'on 
peut ordonner de maniére que chacun soit une face du suivant. 
Soient S;, ..., S; les sommets du premier simplexe de cette suite. 
Associons à c l'ensemble E(s) = U, nn U,, intersection des 
ensembles de R correspondant à ces sommets. Il est clair que si 6 
est une face de 5, E(c’) c E(c). Si l’un des sommets de c est un 
sommet S, de N, en particulier si c se réduit à S;, E(c) = U;. 

Montrons qu'on peut construire une application f de N dans V, telle 
que, pour tout simplexe o de N’, fo c E(c). On définit d'abord f aux 
sommets de N’, en choisissant arbitrairement l'image de chacun de ces 
sommets dans l’ensemble associé. Ensuite, on étend sucessivement la 
définition de f aux simplexes de N’ de dimensions 1, 2, ..., en respec- 
tant la condition fc € E(c). Cela est possible; supposons en effet f 
définie sur le squelette à p dimensions de N’, et soit « un simplexe 
de dimension p + 1; en vertu de:la condition imposée, f applique la 
frontière de o dans E(s) qui est homéomorphe à une boule, et l'on 
peut par suite prolonger f à l'intérieur de cde manière que fe € E(c). 

L'application fo de V en elle-même est homotope à l'identité. En 
effet, soit y un point de V, s le simplexe de N’ qui contient oy ; 
E(c) étant contenu dans l’un des ensembles U; qui contient y, les 
points y et foy sont les extrémités d’un arc géodésique de longueur 
< e, qui varie d'une manière continue avec y; en déplaçant foy 
vers y le long de cet arc, on déforme f en l'identité, 

Il reste à prouver que application of de N en lui-méme est homo- 
tope à l'identité. Pour cela, considérons les simplexes s et « de N 
et N° respectivement qui contiennent à leur intérieur un point 
donné « de N. Comme E(c) est contenu dans l'un des ensembles 
de R correspondant aux sommets de s, soit U,, on a fr e U, et par 
suite 9,(fx) > 0. La k-ième coordonnée de x, x(x), est aussi posi- 
tive, puisque x est à l'intérieur de s. Soit A(x) le plus petit des 
deux nombres 9(fx) et x(x); pour chaque x il y a un indice 4 tel 


que h(a) > o, par suite Vaio) est une fonction continue et stricte- 


ment positive sur N. Soit g l'application de N en lui-même qui 
applique x sur le point gx dont la ième coordonnée est 


ge) =h(a)/V A(x). 
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| En considérant les applications de N en lui-même qui appliquent x 
‘sur les points dont la i-ième coordonnée est tg(x) + (1 — Doi fx) 

‘et éæi(x) + (1 — égi(x) respectivement et faisant varier ¢ de o à 1, 

‘on voit que of est homotope à g et g homotope à l'identité, d'où 
résulte notre affirmation. 

Un corollaire immédiat de ce théorème est que l'homomorphisme 
des groupes d’homologie déterminé par 9 est un isomorphisme cano- 
‘nique des groupes d'homologie de V sur ceux de N. Nous pourrons 

par suite identifier les groupes d’homologie du nerf de tout recou- 
yrement convexe de V à ceux de V. 


5. Transformations topologiques différentiables. — Considérons 
une transformation topologique T de la variété V en elle-même, 
différentiable de classe C*, qui engendre un groupe cyclique d’ordre 
fini À de transformations sans points fixes (sauf la transformation 
identique T*). On appellera recouvrement convexe de (V, T) tout 
recouvrement R de V qui est convexe au sens précédent par rapport 
à un ds” invariant relativement à T, et tel que, quel que soit l’en- 
semble U de R, ses h transformés TU (4—0o, 1, ..., hk— 1) 
appartiennent aussi à R et sont deux à deux sans points communs. 

L'existence de tels recouvrements résulte du lemme 5. En effet, 
si l’on a un recouvrement de V formé d’ensembles ouverts suffi- 
samment petits et convexes par rapport à un ds” invariant relative- 
ment à T, en lui adjoignant les transformés de ses ensembles par 
les puissances de T, on obtient un recouvrement convexe de (V, T). 
On voit de même qu'il existe de tels recouvrements qui sont convexes 
par rapport à deux ds” invariants distincts donnés. 

La transformation T se traduit sur le nerf d’un recouvrement 
convexe de (V, T) par un automorphisme y. Ce nerf est par suite 
un complexe à automorphismes. Les modules d’homologie de deux 
recouvrements convexes de (V, T), étant canoniquement iso- 
morphes à ceux de V, sont canoniquement isomorphes entre eux. 
De plus, cet isomorphisme est un A-isomorphisme, c’est-à-dire 
qu'il est permutable avec 7. On peut par suite identifier les modules 
d’homologie des nerfs de deux recouvrements convexes de (V, T). 


Taéorème 3. — Les nerfs de deux recouvrements convexes de 
(V, T) ont les mêmes invariants A+. 

Soient R et R’ deux recouvrements convexes de (V, T). Montrons 
d'abord qu'on peut les réunir par une suite de recouvrements 


| 
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convexes de (V, T) telle que chacun se déduit du précédent en 
ajoutant ou en enlevant un cycle de A ensembles permutés circulai- 
rement par T. R et R’ sont convexes relativement à deux ds” inva- 
riants distincts, mais, comme on l’a remarqué, 1l existe un recou- 
vrement convexe de(V, T), R”, qui est convexe par rapport à chacun 
des deux ds’. Cela étant, on passe de Ra Ru R” en ajoutant succes- 
sivement les cycles d’ensembles de R”, puis de Ru R’ a RB’ en enle- 
vant successivement les cycles d’ensembles de R, et l’on passe ensuite 
d'une manière analogue de R” à R’ u R’et a R’, ce qui établit notre 
assertion. 

Il suffit dès lors de prouver que les nerfs N et N’ de deux recou- 
vrements convexes de (V, T), R et R’, dont le second se déduit du 
premier par l’adjonction d'un cycle de À ensembles, ont les mêmes 
invariants A,. Pour cela, en vertu du théorème 1, il suffit de vérifier 
que N’ est une extension simple de N. 

Il est clair que N est un sous-complexe fermé de N’. Soit U, 
TU, ..., T’~'U le cycle d’ensembles appartenant à R’ et pas à R, et 
S, 7S, ..., y*~'S les sommets correspondants de N’. Soit R, le 
recouvrement de V obtenu en adjoignant seulement U a R, et N, 
le nerf de R,. Les simplexes de N’ qui n’appartiennent pas à N sont 
ceux qui contiennent l’un des h sommets +*S, ceux qui appar- 
tiennent à N, et pas à N sont ceux qui contiennent le sommet S. Il 
n'existe pas de simplexe de N’ contenant deux des sommets y'S, 
puisque les ensembles correspondants T‘U ne se coupent pas. Il 
résulte de la que N, (mod N) est un sous-complexe fermé de N’ 
(mod N), dont les cellules forment un système fondamental pour 
N’ (mod N), et qui d’autre part est homologiquement trivial, en 
vertu du lemme 1 (réciproque) parce que les modules d’homologie 
de N, sont canoniquement isomorphes à ceux de N. Ainsi N’ (mod N) 
est simple et N’ est une extension simple de N, ce qui achéve la 
démonstration. 

D'après ce théorème, les invarianis A, d’un recouvrement 
convexe de (V, T) sont des invariants attachés au système (V, T). 


Soit T une autre transformation topologique de V en elle-même, 
différentiable de classe C*, qui engendre comme T un groupe 
cyclique d'ordre À de transformations sans points fixes. Supposons 
qu'il existe un homéomorphisme f de V sur elle-même, différen- 


table de classe C*, qui change T en fTf-'—T. Alors f applique 
isomorphiquement les modules d'homologie B: et B: relatifs à (V, T) 


| 
| 
| 


|< 
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sur ceux relatifs à (V, T) et à des volumes b; et b; dans les premiers 
correspondent des volumes fb; et fb: dans les derniers. De plus, 
J change tout recouvrement convexe de (V, T) en un recouvrement 
convexe de (V, T). Il en résulte que l'invariant A, — A(b;/b:) attaché 
a(V, T) est égal, au facteur près ++ {?, à l'invariant analogue 


A, — A(fo:/ 0’) 


attaché à (V, T), calculé pour les volumes correspondants. 


6. Invariance vis-à-vis des homéomorphismes de classe C'. — 
Nous avons supposé l’homéomorphisme f de classe C*. En réalité, 
il suffit qu'il soit de classe C’, car on peut prouver que, s'il existe un 
homéomorphisme f de classe C‘ satisfaisant Sate eo TL lien 
existe un de classe C* satisfaisant à la même condition. 

Soient W et W les variétés qui se déduisent de V en identifiant 
les points équivalents par rapport aux groupes engendrés par T 
et T respectivement. D'après un théorème bien connu de H. Whit- 
ney, on peut représenter W et W par des variétés de classe C* 
(et même analytiques) dans un espace euclidien E. Si g est une 
application topologique de classe C* de W sur W, on peut pro- 
longer g en une application G de classe C' de E en lui-même. G peut 
être approchée par une suite d'applications de classe C” (et même 
analytiques) G,(m— 1, 2, ...) de Een lui-même, de manière que, 
pour m— , les coordonnées dans E de G,;x et leurs dérivées pre- 
mières par rapport aux coordonnées de « tendent uniformément 
vers les coordonnées et dérivées correspondantes de Ga. Si m est 
assez grand, pour x e W, G,zx est très voisin de W et a sur W une 
projection orthogonale bien déterminée g,,v. Cela définit une appli- 
cation 9, de W dans W, qui est de classe C” ; c'est une application 
sur W parce qu’elle a le même degré que g, qui est +1, et elle est 
topologique, car son jacobien ne peut s’annuler (pour m assez 
grand). 

Cela étant, un homéomorphisme f de classe C’, satisfaisant à 
Melo —T, induit une application topologique g de classe C' de W 
sur W, et l'application g, qui approche g est induite par un 
homéomorphisme f,, qui satisfait à f,T J ==), et qui est de 
classe C*. a 
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En conclusion, nous voyons que, s'il existe un homéomor- 
phisme f de V sur elle-même, de classe CG’, satisfaisant à 


fTf'=T, 
on a l'égalité A(b:/br) = A(fb;/f6:) entre les invariants atlachés a 
(V, T) eta (V, T). 


7. Rotations de la sphère. — Considérons le cas ot V est la 
sphère à 2n —1 dimensions et T une rotation. Rappelons comment 
l'on obtient une subdivision polyédrale invariante par T (*)(’). 

En introduisant des coordonnées complexes z,, ..., z, dans l’es- 
pace euclidien E*" contenant V, on peut ramener les équations de 
la rotation T a z,—=%z, (k—1, ..., n), l'équation de V étant 


Val = ES 


Les nombres ?, et 7" sont les racines caractéristiques de T; avec 
nos hypothèses, ce sont des racines primitives h-ièmes de l'unité. 
Soit J, un entier tel que ¢/*—= e?*/"; les an entiers (mod À) J, et 
— |, déterminent les racines caractéristiques. 
Soit a**~? la cellule définie dans V par les équations 
pm pad; tO; trees 


2k—1 


et a celle définie par 


he T0 a: O < argz,_x,,<2n/h. 


Les cellules a’ (qg=0, 1, ..., 2n — 1) et leurs transformées va? par 
les TY (j—1, ..., h—1) fournissent une subdivision polyédrale 
invariante qui définit un complexe à automorphismes P. En orien- 
tant convenablement ces cellules, on a 


Gat (ph rat Ga (re ey haters, 
d'où résulte, pour 6 1, 
Lea — (Qu — 1)e,a?*-*, Seats ta: G; 
(*) G. de Rham, Sur les nouveaux invariants topologiques de M. Reidemeister (Recueil 
Mathématique, Moscou 1936, t. 1 (43), p. 737-743). 
(*) G. de Rham, Sur les conditions d’homéomorphie de deux rotations de la sphère à n 


dimensions et sur les complexes avec automorphismes (Colloques Internationaux du Centre 
National de la Recherche Scientifique, XIT, Topologie Algébrique, p. 87-95). 
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et, pour Ê— 1, 


2k—1 _ 
Le a — 


O, EN: BR = 27 aa 


On est dans le cas examiné à la fin du n° 2, les modules B; et Bz se 
réduisent à zéro pour (1, les chaînes fermées het Steet e,a° 
fournissent des bases des modules B/—B’ et BY —B’ respective- 
ment dans lesquels elles définissent des volumes. On obtient alors 
les valeurs suivantes pour les invariants du complexe 4 automor- 
phismes P : 
n 
A= [IG — 1)~* 


k=1 


pour (41 et 
AARP Bo Med)”, 


Pour nous assurer que les valeurs ainsi obtenues sont bien les 
invariants A, du nerf d’un recouvrement convexe de (V, T), en 
vertu de la remarque faite après le théorème 1 concernant l’inva- 
riance des A, dans une subdivision, il suffit de vérifier qu'il existe 
un recouvrement convexe de (V, T) dont le nerf est isomorphe à 
une subdivision de P. Pour cela, remarquons que les cellules af sont 
découpées sur la sphère V par des variétés planes de E*" qui passent 
par l’origine O. On peut les décomposer en simplexes qui sont éga- 
lement découpés par des variétés planes passant par o, et en décom- 
posant de manière correspondante les transformées d’une même 
cellule, on obtient un complexe simplicial invariant C qui est une 
subdivision de P et qui a par suite les mêmes invariants À,. 

Relativement à la métrique induite sur V par la métrique eucli- 
dienne de E*", les ensembles convexes de V sont découpés par des 
cônes convexes de sommet O dans E”. Soit s un simplexe de C, 
B, la projection centrale sur V de la boule de rayon « centrée au 
barycentre des sommets de s dans E” et U, l'intérieur du plus petit 
ensemble convexe sur V contenant s et B.. 

Chaque point intérieur de s appartient à U,, quel que soit € > 0. 
Sis, est une face de s,, U,, n U,, n'est pas vide. Au contraire, si s, 
n’est pas une face de s, ni s, une face de s,, U,, n U,, est vide pourvu 
que « soit assez petit. En effet, si s, et s, n'ont pas de sommet com- 
mun, cela est clair; si s, et s, ont des sommets communs, on peut 
construire un hyperplan de E” qui passe par o et par ces sommets 
communs et qui partage V en deux demi-sphéres contenant respec- 
tivement à leur intérieur les intérieurs de s, et s,; si¢ est assez petit, 
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ces demi-sphéres contiennent respectivement B,, et B,,, et par suite 
U,, et U,, qui ne pourront avoir de point commun. 

De la résulte que, si e est assez petit, les ensembles U, forment un 
recouvrement convexe de (V, T) dont le nerf est isomorphe à la 
subdivision barycentrique de C, qui est évidemment aussi une sub- 
division de P. Les invariants 4, qui viennent d’être calculés sont 
donc bien ceux de tout recouvrement convexe de (V, T). 

Considérons alors une autre rotation T de V, dont les équations 
ont la même forme que celles de T, pour laquelle les restes (mod h) 


qui déterminent les racines caractéristiques sont /,, — /,. S'il existe 
un homéomorphisme différentiable f de V en elle-même tel que 
JTf—'=T, on aura, pour chaque racine h-ième de l'unité &, 
HG) =+ CTT C*— 1). 
k=1 k=1 


De là résulte, comme l’a démontré W. Franz ("), que l’ensemble 
des restes (mod h)/,, — {, est identique à l'ensemble des restes fee 
acct qui entraîne l'existence d'une rotation r de V telle que 
rTr-'=T: si les rotations T et T sont différentiablement homéo- 


morphes, elles sont isométriques. 
Ces relations entrainent aussi la congruence 


Race peceion al A Bacead ag os bg 


et en considérant l’invariant A,, on voit que le signe est + ou — 
selon que f conserve ou renverse l’orientation. On en déduit aisé- 
ment que la rotation r conserve ou renverse l’orientation en même 


temps que /. 


8. Formes de Clifford de l’espace sphérique. — Soit W une 
variété à courbure constante positive, c’est-à-dire une forme de 
Clifford de l'espace sphérique, à un nombre impair de dimen- 
sions (‘‘). Son revêtement universel est la sphère et les transfor- 
mations de revêtement forment un groupe fini l' de rotations sans 


points fixes. Soit W une autre variété analogue et Ile groupe cor- 


(19) Loc. cit. (2). 
(1) Sur la détermination des formes de Clifford de l’espace sphérique, voir: G. Vin- 
cent, Les groupes linéaires finis sans points fixes (Commentarii Mathematici Helvetici, vol. 20, 


D. 117-171). 
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respondant. Si W est différentiablement homéomorphe à W, l' est 
isomorphe à l'et il existe un homéomorphisme différentiable f de la 
sphère en elle-même tel que flf-' = D. On peut alors considérer 
lr et l' comme deux représentations linéaires d'un même groupe 
abstrait G, de manière que si I(é) et r(é) sont les rotations qui 
représentent le même élément ? de G, on ait fI(é)f7' == I). Les 
rotations I(£) et P'(é) ont par suite les mémes racines caractéris- 
tiques, en vertu du n° 7, et les deux représentations, ayant méme 


caractère, sont équivalentes. Cela entraine l’existence d’une rota- 
tion r telle que rT (Er! = T(E) pour chaque &, et cette rotation x 
définit une isométrie de W sur W, d’où le théorème: deux formes 
de Clifford de l'espace sphérique qui sont différentiablement homéo- 
morphes sont isométriques. 


(Parvenu aux Annales en février 1951.) 


QUASIKONFORME ABBILDUNGEN 
UND LOGARITHMISCHE KAPAZITAT 


von Albert PFLUGER (Zürich). 


Die Eigenschaft einer abgeschlossenen ebenen Punktmenge, dass 
ihre logarithmische Kapazitat verschwindet, ist bekanntlich gegeniiber 
konformen Abbildungen des Aussengebietes, die sich übrigens auf 
lineare Transformationen reduzieren, invariant. Es soll im folgenden 
gezeigt werden, dass diese Invarianz gegeniiber einer viel allgemei- 
nern Klasse von Abbildungen, den sogenannten quasikonformen 
Abbildungen (‘) gegenüber bestehen bleibt. Anderseits beruhen die 
bekannten Verzerrungssätze der schlichten Funktionen auf Extre- 
maleigenschaften gewisser potentialtheoretischer Gréssen, wie zum 
Beispiel der Kapazitätskonstanten, und ihrer Invarianz gegenüber 
solchen konformen Abbildungen, deren Ableitung im Bezugspunkt 
den Betrag 1 hat. Es soll daher im folgenden auch untersucht wer- 
den, wie sich die Kapazitätskonstante oder der transfinite Durch- 
messer einer ebenen Punktmenge verhalt, wenn ihr Aussengebiet 
quasikonform und mit besonderer Normierung im Unendlichen 
abgebildet wird (*). Die diesbeziiglichen Resultate liefern dann als 
Anwendung gewisse Verzerrungssätze über quasikonforme Abbil- 
dungen, die denjenigen der schlichten Funktionen analog sind und 
sie als Spezialfälle enthalten. Die Methode beruht auf einem einfa- 
chen Grundgedanken, der schon in dem Beweis, dass die offene 


(4) Vgl. etwa H. Grôtsch, Leipziger Berichte, Math. Phys. Kl., 1928 und 1930 ; 
L. Ahlfors, Acta Math. vol. 65 (1935); M. Lavrentieff, Rec. Math., Moscou, vol. 42 
(1935); O. Teichmiiller, D. Math. Bd. 2 (1937) und D. Math. Bd. 3 (1938). a 

(2) Vgl. auch M. Brelot, J. de Math. vol. 19 (1940), 319-337 und ebenda vol. ah 
(1945), 1-32, wo im Gegensatz zu oben das Verhalten der Kapazitat gegenüber gewissen 
stetigen Transformationen der Punktmenge selbst untersucht wird. 
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Ebene nicht auf den Einheitskreis quasikonform abgebildet werden 
kann, zum Ausdruck kommt. 


4. Wir betrachten zunächst quasikonforme Abbildungen. Durch 
die Funktion 


2 = &(z) = p+ iq (p=, q= IP, z—ae+y, 2 —=x +) 


werde ein Gebiet G der z-Ebene topologisch auf ein Gebiet G der 
z'-Ebene abgebildet. Dabei sollen p und q stetige partielle Ableitun- 
gen besitzen und die Funktionaldeterminante p,q, — p,q, überall 
in G positiv sein. Ein infinitesimaler Kreis vom Radius € um z wird 
dann in eine infinitesimale Ellipse mit den Achsen ae und be(a2 6) 


transformiert, deren Verhältnis ac 1) als Dilatationsquotient Q(z) 


im folgenden von Bedeutung sein wird. |dz| und |dz’| bezeichnen 
entsprechende Längenelemente, ds, und ds, entsprechende Flächen- 


/ 
elemente. Für alle Richtungen im Punkte z ist dann 6< = £a, 


woraus sich die fundamentale Ungleichung zwischen Längen- und 
Flächenverzerrung nn : 


(1) QT) S$Qe)-F 


Es ist klar, dass sich Q(z) nicht ändert, wenn auf z’—4(z) noch 
eine konforme Abbildung ausgeiibt wird. Ebenso ist der Dilatations- 
quotient der inversen Abbildung z= ~‘(z’) in 2’ wiederum Q(z). 

Die Abbildung ist konform, wenn Q(z)=1 ist. Werden dem 
Dilatationsquotienten geeignete globale Bedingungen auferlegt, z. 
B., dass Q(z) beschränkt bleibt in G, Q(z)SK(21), zeG, so 
heisst die Abbildung quasikonform. Bei solchen Abbildungen ist 
zu erwarten, dass sich konform invariante Gebietsgrüssen nur 
innerhalb gewisser Grenzen ändern kénnen. 


2. Die im folgenden betrachtete Grüsse reduziert sich im Fall eines 
zweifach zusammenhingenden Gebietes auf den wohlbekannten 
Modul. Der Rand des Gebietes G bestehe aus n Jordankurven y,, 
Yar Yn Wir teilen sie in zwei Klassen ein: y, + y, +: + y,== 
sel ee « innere » und y,,,-+ +--+ y, =I, der « äussere » Rand. 
Bei so klassifizierten Randkurven nennen wir das Gebiet kurz den 
Ring (T,, l,). Für die Klasse der in (1, I',) eindeutigen harmonis- 
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: : * du ‘ chi 
chen Funktionen u mit | nds — 27 (n ist die innere Normale) 
r,on 


wird das Dirichletintegral D(u)= | JJ ler u|'dedy bekanntlich 


dann und nur dann minimalisiert, wenn u auf F, und F, je einen 
konstanten Wert annimmt. Ist u eine solche Extreraale. 80 nennen 


wir die Grésse M—=— . D(u) den Modul des ae. (T,, ',) und bez- 


oT 
eichnen ihn mit Mod (1, l,)(*). Es ist Mod (P,, ,) ==Mod (I, Tr). 
Wenn u auf ry, RE Er | so hat es auf : | ns Wert M. 


3. Wir bilden jetzt (1°, T,) ie es (Q(z) SK) auf (1, Fi) 
ab und setzen Mod (I’,, ',)—=M, Mod (I, 1')) = M’. Um zu unter- 
suchen, wieviel M’ von M hüschstens abweichen wird, fiihren wir 
in G und G’ geeignete Parameter ein. Die Funktion u (bezw. u’) 
sei in G (bezw. G’) eindeutig und harmonisch, verschwinde auf I", 
(bezw. T°) und nehme auf I’, (bezw. l',) den Wert M (bezw. M’) an. v 
und v’ seien die konjugiert harmonischen Funktionen. Es sind dann 
w—=u-+w und w’—u' + iv’ im Kleinen eindeutig und sie kénnen 
ausserhalb der kritischen Stellen (grad uo bezw. grad u'’=0) 
als lokale Parameter verwendet werden ; denn ausserhalb der 
genannten Stellen ist der Zusammenhang zwischen w und z bezw. w’ 
und 2’ ein konformer. Ist also |dw| das |dz| entsprechende Längenele- 
ment in der w-Ebene, ds, das Flächenelement, das ds, entspricht, 
und analog |dw’| und ds’, die |dz’| und ds! entsprechenden Elemente 
in der w’-Ebene, so ist gemäss Nr. 1 auch 


(2) a “<Q): de 


denn die Abbildung w— w’ hat den me Er: Q(z). 
Wir bezeichnen die Niveaulinie u—=(0 SiS AD) mit I’, ihr Bild 
mit I’) (das im allgemeinen von der Niveaulinie u’ = verschieden 


ist) und setzen 


(3) Max Q(z) = K 


zer) 


Es ist K,<K. Liegt auf I, keine kritische Stelle von u, so ist 


| / 
aaa al = |, foal 
ra x | dw 


a, 


() . ist nichts anderes als die Kapazität des 2-dimensionalen Kondensators (To Fi). 
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wobei I’ im Sinne des wachsenden v durchlaufen wird. Die Schwarz’ 


sche Ungleichung in Verbindung mit (2) und (3) ergibt dann 


DES du. fidul< ak. f° doo) pol. 
ri JT, ry dsy 


Enthält der Ring (l,,, l,,) keine kritischen Stellen von u, so liefert 
die Integration wegen do, —|grad u’|* - ds: 


x dh “ ds; do, 
pe re w 2. PE one, 
ar | KA ji i Fe) mp ja LE FC 
Ma <u & he 
[f |grad u’|*da'dy’. 


(r, 1 , T1) 


dw’ 


dw 


Da nur endlich viele solche kritische Stellen vorhanden sind, folgt 
schliesslich 
Has et 
RATE RE DEF EURE Vf! 
Ky San [ lgradu' dx'dy = M. 
G 


Satz 1: Hs seien die beiden Ringe (V,, T,) und (1, 1) quasikon- 
form aufeinander bezogen mit Q(z)<K und K, gemäss (3). Es set 
ferner M=Mod ([,, l,) und M'— Mod (Eee Eps 


Dann gilt 
M f), 
4 ee 
4) 0 K=™ 
und 
(5) K-'M SM’SKM. 


Fiir zweifach zusammenhingende Gebiete sind die Ungleichun- 


gen (4) und (5) bekannt(*). K— 1 bestätigt den konform invarian- 
ten Charakter von M. 


4, Anwendung auf Punktmengen der Kapazität null. 
Wir betrachten ein Gebiet G in der z-Ebene und schôpfen es 
durch eine wachsende Folge von solchen Teilgebieten 


G,cG,c...cG,c... 


(*) Vgl. H. Grétsch, loc. citat. und O. Teichmiiller, D. Math, Bd. 3, p. 668. 
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aus, deren Rand I’, nur aus endlich vielen Jordankurven besteht. 


Ks ist dann Mod (I’,, l,)—M,(n= 1, 2, ---) monoton wachsend 
und je nach dem lim M, — M endlich oder unendlich ist, heisst der 


Rand I des Gebietes G von positiver oder verschwindender logarith- 
mischer Kapazität. Denn die genannte Fallunterscheidung ist von 
der gewählten Ausschépfung unabhängig (°). 

Wird nun das Gebiet G quasikonform abgebildet, so ist der Rand 
des Bildgebietes wegen Satz 1 von der Kapazität null, falls jener 
von G es ist. 


Satz 2: Die Eigenschaft eines Randes, dass seine logarithmische 
Kapazitdt verschwindet, ist invariant gegenüber quasikonformen 
Abbildungen des Gebietes (°). 

Für die Invarianz der gennanten Eigenschaft genügt es schon, 
dass der Dilatationsquotient Q(z) gegen den Rand hin nicht zu stark 
anwachst. Um dies zu prazisieren betrachten wir die in RSR) 
harmonische Funktion u,, die auf l, verschwindet und auf I, den 
Wert M, annimt. I<” bezeichnet die Niveaulinie u,—%(0£1<M,) 
und es sei K‘” — Max Q(z). Ist nun die Abbildung so beschaffen, 


zer 0) 
Mn 
dass der Ausdruck | a für n— co nicht beschränkt bleibt, so 
o Ky 


wird ein « Nullrand » wieder in einen « Nullrand » transformiert. 


5. Die Kapazitätskonstante. 

Das Gebiet G, dessen Rand [ zunächst wieder aus endlich vielen 
Jordankurven bestehen soll, enthalte jetzt den unendlich fernen 
Punkt. Es sei xg der Kreis |z|—=R. Wir setzen Mod (I, xx) —Mn 
(fir R genügend gross) und bemerken, dass M; —logR monoton 
wachsend ist fiir R À oo. Sei nämlich R’ > R und u die Extremale 
fiir (T, xg) (vgl. Nr. 2). Dann ist u Konkurrenzfunktion für (I, zz) 
und (xq, *r) und daher 


Mig sf] + fes 


(T, xn) (xn, n°) 


(5) Vgl. R. Nevanlinna, Eindeutige analytische Funktionen, Berlin 1935, p. 106 ff. 
(8) Dieser Satz gilt auch für die von R. Nevanlinna (Ann. Acad. Sci. F enn., Ser. A, l, 
Nr. 1 (1941) eingefaéhrten Riemann’schen Flächen mit Nullrand. Vgl. hierzu auch C. R, 
_ Acad. Sci., Paris, t. 227 (1948), p. 25-26. 
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(6) lim (Ma — log R) = M*(L) 
R>o 


den reduzierten Modul des Gebietes G—() (’). 

Statt der Kreise x, kann man auch eine Folge von Jordankurven 
I, (à — 1, 2, ---) nehmen, die für À > 00 eine Bedingung für Krei- 
sihnlichkeit erfüllen, das heisst mit r,— Min|z| und R, = Max|z| 
gilt 1€T, eT, 

(7) hmr = und R,~r,(A— 0) (°). 

À > 00 

Wegeu der Monotonieeigenschaft des Moduls folgt nämhch 

aus (6), dass fiir ein p, mit o, ~ R, auch 


(8) lim (M, — log ¢,) = M (I) 


ist. 
Der reduzierte Modul M*(T') ist nun nichts anderes als die 
Robin’sche Konstante y des Randes I’, also 


(9) y=Mz(T). 


Ist nämlich g(z, 00) die Green’sche Funktion von G und T’, die 
Niveaulinie g =}, so erfüllt diese für } — oo wegen 


g =log|z|+ y+ 0(1)=4 


die obige Bedingung fiir Kreisahnlichkeit. Mit logs, —21— 7 folgt 
dann aus Mod (1, I’,) —=M,—2) und (8) die Behauptung. 

Für einen beliebigen Rand [' von G schépfen wir G wie in Nr. 4 
durch eine wachsende Folge von regulären Teilgebieten G, aus. 
Die zugehôrigen y, sind monoton wachsend und 


lim Yn == Ne == M° (1) 


die Robin’sche Konstante von T’ bezw. der reduzierte Modul von 
G—(o). Die nicht negative Zahl C—e~* heisst die Kapazitäts- | 
konstanle oder der transfinite Durchmesser von T bezw. der Komple- | 


(7) Vgl. O. Teichmüller, D. Math. Bd. 3, p. 628. 


(8) st heisst lim ‘e ik 


bits. 


ae 
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mentirmenge E von G (°). Es ist dann und nur dann C—o, 
wenn E im Sinn von Nr. 4 die Kapazität null hat. 


6. Der Einfluss quasikonformer Abbildung auf die Robin’sche 
Konstante. Das Gebiet G werde nun quasikonform auf ein Gebiet G’ 
abgebildet und zwar so, dass der unendlich ferne Punkt festbleibt 
und dort die Normierungsbedingung 


(10) \z'|~e-|zP, fo, ve 0, 


erfüllt ist('°). Sei 7 die Robin’sche Konstante von I’ und y’ dieje- 
nige des Bildrandes I”, g(z, æ) die Green’sche Funktion von G, 
I, die Niveaulinie 9 — 2 und I} die Bildkurve. Beide Kurven ver- 
halten sich, wegen (10) für À— + kreisähnlich. Mit 


M,— Mod (I, I,), M'=— Mod (I”, l) 


und K, gemäss (3) und wegen M, —? finden wir dann gemäss Satz 1 


A 
Ee Ma Die bi Leone cu Mn leo dE ouh 


0 K} net ~ 
A 
log e+ ik Ge —n}n< M — logo’. 
0 À 


Da die p\ in Bezug auf I", die in Nr. 5 verlangte Bedingung erfül- 
len, so folgt 


ny 


Satz 3: Sind die beiden Gebiete G und G' quasikonform mit Q(z) SK 
aufeinander bezogen, derart, dass der unendlich ferne Punkt festbleibt 
und dort die Normierungsbedingung (10) erfüllt ist, so besteht zwischen 
den Robin’schen Konstanten ihrer Ränder T und I” die Ungleichung 


ire 
loge f LE "a. 


(®) Vgl. M. Fekete, Math. Zeitschr. Bd. 17 (1923); G. Szego, Math. Zeitschr., Bd. ar 
(1924); O. Frostman, Meddel. Lunds. Univ. Mat. Sem. vol. 3 (1939); R. Nevanlinna, loc. 
citat. p. 114 ff. Der Begriff der quasikonformen Abbildungen kann sinngemäss auf 
hôherdimensionale Räume verallgemeinert werden. Ob für die Kapazität bezw. den trans- 
finiten Durchmesser räumlicher Punktmengen (vgl. G. Pélya und G. Szegé, J. reine und 
angew. Math. Bd. 165 (193r)) analoge Resultate gelten wie die nachstehenden, kann hier 
nicht beantwortet werden. 


(0) Wie an anderer Stelle gezeigt werden soll, ist mit Q(z) SK stets K<1SK 


(11) ven 


_ verknüpft. 
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Insbesondere folgt fiir c= 1 und 4=1 


(12) eae aint ees ea") 


und für e=1 und n= — 


K 
(13) 7Sky. 


Um Abschätzungen in der andem Richtung zu erhalten, braucht 
man nur die inverse Abbildung zu betrachten. Dabei ist allerdings 


zu beachten, dass x durch L,c durch c * und K, durch den 


maximalen Dilatationsquotienten auf g —} zu ersetzen ist. Dies 
führt abgesehen von (12) dazu, dass die Schranken in der einen 
Richtung immer oo bezw. — oo werden. 

Durch einfache Bespiele lässt sich zeigen, dass die obigen Unglei- 
chungen exakt sind. Insbesondere bestätigt sich, dass gegenüber 
normierten konformen Abbildungen, also fir K—1, n—1 und 
c—1 die Robin’sche Konstante invariant bleibt. 


7. Es ist klar, dass die Betrachtungen der beiden vorangehenden 
Nummern 6 und 5 auch in Bezug auf einen beliebigen andern 
Gebietspunkt als oo durchgefiihrt werden kénnen. Für einen Punkt 
aéG bezeichnen wir den reduzierten Modul des Gebietes G—a 
mit Mi(I). Das Glied y, in g(2,0) =log]—— 
Z — 
wieder gleich M°(1") und die der Kapazitätskonstante entsprechende 
Grésse e**—r, nennen wir mit Pélya und Szegé den innern 


Abbildungsradius des Gebietes G im Punkte a. Analog gilt 


Satz 3’: Sind die beiden Gebiete G und G’ konform aufeinander 
bezogen, derart, dass der Punkt aeG fest bleibt und dort die Nor- 
mierungsbedingung | —a|—|z— al", n >0("), erfüllt ist, so be- 


+ Ya +0 (1) ist 


(1) Die Konvergenz des Integrals 1 — dd ist gleiehbedeutend mit derjenigen 
20 0 À 
des Integrals (K, — 1)dà. Im letztern Falle hat O. Teichmüller (D. Math., Bd. 3 
0 
(1938) p. 670) die Existenz einer positiven Konstanten c nachgewiesen, sodass 
lle :izl 


für z> 0. Vgl. hierzu auch H. Wittich, Math. Zeitschr. Bd. 51 (1948), p. 278-288. 
(t?) Vgl. Anm. 10. 
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steht zwischen den Abbildungsradien r, und r! der Gebiete G und G! im 
Punkte a die Ungleichung 


(11) logr,Znlogr, + if ie —n)a. 
Für n —1 folgt 


jeté Ar 
ia) Soa | (kK je 
und für a 


(13’) rea (ey: 


8. Anwendung auf Verzerrungssdtze. 

Die bekannten Extremaleigenschaften der Gréssen M*(I’) bezw. C 
und r, ergeben nun in Verbindung mit Satz 3 und Satz 3’ eine Reihe 
von Verzerrungssätzen. Wir beschränken uns hiebei auf einfach 
zusammenhängende Gebiete. 

Es soll zunächst das Gebiet G den unendlich fernen Punkt 
enthalten. Zwischen dem Durchmesser D und der Kapazitätskon- 
stanten C seines Randes gilt dann die bekannte Ungleichung 


(14) D(T) S$ 4C(T) = 4e7". 


Gleichheit besteht dann und nur dann, wenn [ eine Strecke ist. 
Wir bilden nun das Kreisäussere |z; >r quasikonform ab, wobei 
der unendlich ferne Punkt festbleibt und die Normierungsbedin- 
gung (10) erfüllt ist. Dann liefert die Ungleichung (14) in Verbin- 
dung mit Satz 3 obere Schranken für den Durchmesser des Bil- 
drandes. Wir setzen. 


g: 1 \dp : | 

= mn Emi fF EK, = Max O(2 

: J ( ks) les 
und erhalten insbesondere 


Satz 4: Wird das Kreisäussere |z| > r derart quasikonform 
(Q(z) SK) in die z'-Ebene abgebildet, dass der unendlich ferne Punkt 


festbleibt und dort die Bedingung |2'|~|z| bezw. |2'|~|z|K erfiillt ist, 
so gilt für den Durchmesser D(I") des Bildrandes 


(15)  D(l)Sére bem.  D(T)<4-rE. 
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Ist der Nullpunkt nicht in G’ enthalten, so folgt nach Ausübung. 


; I I 
der Inversionen w——- und w’ = y 
z 


Satz 4’: Wird der Kreis |w| << r quasikonform auf ein Gebiet der 
w'-Hbene abgebildet, das den unendlich fernen Punkt nicht enthält, 


und zwar so, dass der Nullpunkt festbleibt und dort \w'|~|w| ist, so 


enthält die Kreisscheibe |w' 
bietes. 

Dies ist fiir K —1 der Koebe-Bieberbach’ sche Viertelssatz. Diese 
Aussage ist scharf. Die Extremalabbildungen erhalt man im Falle 


es ah keinen Randpunkt des Bildge- 


1 
= ; ag 
r— 1 durch Zusammensetzung von ¢—e™“-w.-|w|K und 


4 


saan es) 


Es werde wieder der Einheitskreis|w|< 1 wie in Satz 4’ (r= 1) 


in die w’-Ebene abgebildet. Wir setzen Min|w’|—= m(r) (0o<c r< 1) 
Di ==" 


und suchen fiir m(r) eine untere Schranke. Es darf angenommen 
werden, dass das Minimum von [w| auf }w|— rim Punktew——r 
angenommen wird. Einer Methode von K. Lüwner ('*) folgend wird 
nun der Einheitskreis von w——1 bis w——r aufgeschnitten 
wodurch in der w’-Ebene ein Einschnitt vom Rand I” bis zum Punkt 
w’ (—r) entsteht. Dieser aufgeschnittene Kreis hat im Mittelpunkt 
den Abbildungsradius r, — rer wie man leicht mit Hilfe der 


Funktion eee se nachrechnet. Er kann also konform auf den 


2 


Kreis |t|< r, abgebildet werden mit w —w(t)—t+a,t +... Durch 
Anwendung von Satz 4’ auf die quasikonforme Abbildung 


t—> w vw 


folgt dann, dass 


1 


(16) LOE ay ba urs 


ist. Diese Ungleichung ist exakt, sofern wir den in Nr. 1 festgelegten 
Begriff der quasikonformen Abbildung erweitern und zulassen, dass 


(13) Vgl. Math. Zeitschr., Bd. 3 (1919), p. 74 und 75. 


See ee 
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die Forderung der Differenzierbarkeit auf einzelnen Kurvenbogen 
verloren geht, wenn nur die Eineindeutigkeit und Stetigkeit der 
Abbildung gewährleistet ist. Alle vorangehenden Ueberlegungen 
gelten nämlich auch für diese Abbildungsklasse. Um eine extre- 
male Abbildung zu konstruieren, bilden wir den obigen aufgeschnit- 
tenen Kreis mit w — w(t) auf den Kreis |¢| << press rab, diesen 
| CETTE 
mit = ¢-|t\K © auf den Kreis |’) << rK und dann den letztern mit 
pet l | 
=e TE ry UK à t’) 
Achse bis co aufgeschnittene Ebene ab. Diese Abbildung ist auf dem 
Kreiseinschnitt noch stetig und ordnet aus Symetriegriinden 
gegeniiberliegenden Punkten des obern und untern Ufers die 
gleichen Bildpunkte zu. Die Abbildung w—w’ ist im genannten 
Sinne noch quasikonform in |w|< 1. 
Für die Gültigkeit der obigen Sätze ist die Normierung 


1/K 
. "fn 3, . 
- auf die von — <= längs der negativen reellen 


1 
jz’ | ~|2z|K 


im Nullpunkt sehr wesentlich. Will man aber Schranken in der 
andern Richtung haben, so ist die Normierung zu ändern. In Satz 4' 
zum Beispiel wurde eine untere Schranke fiir den nächsten Rand- 
punkt des Bildgebietes gegeben. Will man aber fiir diesen nächsten 
Randpunkt eine obere Schranke geben, so ist die Abbildung im 
Nullpunkt mit |z’|~|z|* zu normieren. Dies fiihrt zu 


Satz 4’: Wird der Einheitskreis |z|< 1 quasikonform in die 
z-Ebene abgebildet, wobei der Nullpunkt festbleibt und dort die 
Bedingung |\z'|~|z|* erfüllt ist, so ist der nächste Randpunkt um 
weniger als 1 vom Nullpunkt entfernt, ausgenommen wenn 


plier tN Ae 


ist. 

Zum Beweis ist lediglich zu beachten, dass unter allen Gebieten, 
die den Einheitskreis |z|< 1 enthalten, dieser Kreis und nur dieser 
den minimalen Abbildungsradius r, = 1 liefert und dass ferner die 


inverse Abbildung z’ — z gemiiss (13’) die Ungleichung 


REG) =: a 


ergibt. 
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9. Es soll zum Schluss darauf hingewiesen werden, dass die 
bewiesenen Resultate fiir eine viel allgemeinere Abbildungsklasse 
als die in Nr. 1 definierte gültig sind. Man darf nicht nur die For- 
derung der Differenzierbarkeit der Abbildung lings einzelner Kur- 
venbogen fallen lassen, wie schon oben bemerkt wurde, sondern es 
geniigt, dem rein topologischen Charakter der Abbildung eine 
globale Zusatzbedingung beizufügen, die in ihrer Wirkung der 
Bedingung Q(z) <K gleich kommt. Um sie zu formulieren, nennen 
wir ein Jordangebiet, auf dem vier Randpunkte ausgezeichnet sind, 
von denen keine zwei zusammenfallen, kurz ein Viereck. Jedem 
solchen Viereck ist konform invariant eine Zahl MZ 1 zugeordnet, 
nämlich der eine der beiden Moduln, die im Falle des Rechteckes 
die beiden Seitenverhältnisse sind. Eine topologische Abbildung 
heisst nun quasikonform, wenn eine Konstante K(2 1) existiert, 
so dass fiir alle Vierecke und Bildvierecke die entsprechenden 
Moduln M und M’ der Bedingung 


(17) K~'M SM’<KM 


geniigen. Es genügt übrigens, diese Bedingung fiir kleine Vierecke 
zu fordern. Als Dilatationsquotienten Q(z) definieren wir die untere 
Grenze der Zahlen K, mit denen (17) fiir alle Vierecke in der 
Umgebung von z erfüllt ist. Mit diesem Begriff des Dilatationsquo- 
tienten an Stelle des frühern bleiben alle hier bewiesenen Resultate 
gültig. Darauf soll bei anderer Gelegenheit zurückgekommen 


werden. 
(Parvenu aux Annales en janvier 1951.) 


Pau 


A PROPOS D'UN MÉMOIRE RECENT DE M. BRELOT (') 
par Albert PFLUGER (Zürich). 


Admettons que la fonction u soit sousharmonique en tout point 
fini de l’espace à n-dimensions sauf peut-être un ensemble borné de 
points. Dans le mémoire cité, M. Brelot donne une représentation 
intégrale de cette fonction en termes de potentiel, qui généralise celle 
de F. Riesz. Il en déduit qu'une certaine limitation de la croissance 
des moyennes de u* sur les sphères OP — r pour r — o entraîne la 
même limitation de la fonction u* elle-mémeavec une petite restriction. 

Il est à remarquer que ce fait peut être démontré par des moyens 
plus simples et sans restriction. Soit d’abord u(z) sousharmonique 


27 
dans tout le plan fini|z|<Z 0 et m{r ; u*) — a i, u* (re'*)de ladite 
moyenne. L'intégrale de Poisson ee 
R—r 


Bhar eo 
ee ah Ses eee rye eee 


est une majorante de u* dans le cercle |z| << R. On en tire alors par 
une simple estimation, en posant R= hr, hk > 1 que 


k+1 Le 
to maria ). 


De m(r ; u*)—=O(r*) resp. o(r*) il en résulte alors que 
u* (re'?) — O(rf) resp. o(rf) 


u* (re) < 


pour r— co. 
Soit maintenant u sousharmonique dans un domaine contenant 

l’ensemble 0 < «<|z|< % 

et M — Max u”. 


«S|z|\S«4+1 


(*) Etude des fonctions sousharmoniques au voisinage d’un point singulier. Ann. Instit. 
Fourier, Université de Grenoble, vol. 1 (194g), p. 121-156. 
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Posons v=o pour |z|<« et v—(u — M)* pour |z|>@. La fonc- 
tion v est sousharmonique dans tout le plan fini et le résultat ci- 
dessus s'applique. | | 


On arrive aux mêmes résultats dans l’espace à n-dimensions 
(a > 2) en utilisant l'intégrale de Poisson relative à cet espace. 


(Parvenu aux Annales en novembre 1950.) 
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SUR LA DEFINITION DE L'ÉNERGIE 
EN THEORIE DU POTENTIEL 


Par Jacques DENY (Strasbourg). 


La théorie du potentiel newtonien dans R° est l'étude des inté- 
grales de Stieltjés de la forme : 


U'(2) = ji K(x — y)du(y), 


où K, le noyau newtonien, est la fonction semi-continue inférieu- 
rement K(x)—}x| *. La notion suivante joue dans cette étude un 
rôle capital : 

Dérinition (I). — L'énergie de la mesure positive yu. est la quantité 
positive ( finie ou infinie) : 


Jude [fKe—ndurdet (). 


Ces définitions du potentiel et de l’énergie s'étendent immédiate- 
ment au cas d’un noyau K qui n’est plus le noyau newtonien, mais 
une fonction définie sur R"(m > 1), positive, symétrique 

[K(æ)—K(— 2)], 
semi-continue inférieurement. 

J'ai proposé deux autres définitions de l'énergie d’une mesure 
positive (*); la première repose sur cette propriété du noyau newto- 
nien: pour que l'intégrale figurant dans (I) soit finie, il faut et 
il suffit que la fonction (semi-continue inférieurement) 


I(x)— ff K(e-+y —2)du(y)du(2), 


(*) L’énergie potentielle, considérée par les physiciens, est la moitié de cette quantité. 
(2) Les potentiels d'énergie finie (Acta Mathematica, 83, 1950, p. 107-183). Cet article 
sera noté (AM). 
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soit finie et continue pour tout æ; l'énergie est alors I(o). Cette 
condition est trivialement suffisante; d’autre part elle est évidem- 
ment réalisée si vy. est à support compact et à densité continue. Le 
cas général est un peu moins immédiat, mais nous verrons à la fin 
de cette étude une démonstration valable dans des cas bien plus 
étendus que le cas newtonien (cas des noyaux « réguliers »). 

Observons que si la fonction K(x) est sommable sur tout compact, 
et s’il existe une mesure composée K *v.*4.(*), celle-ci a pour den- 
sité la fonction I(x), qui est alors sommable sur tout compact. 
Cette remarque nous permet d’étendre la définition de l'énergie au 
cas où le noyau n’est plus une fonction, mais une mesure positive et 
symétrique K : 


Dérinition (IL). — p est d'énergie finie si la mesure K*u.*u. est 
bien définie et est à densité continue f; l'énergie de y est alors la 
quantité f(o), notée aussi Sp K ++; dans les autres cas y est d'énergie 
infinie. 

Supposons maintenant que le noyau K admette une transformée 
de Fourier (‘) qui soit une fonction positive‘, sommable sur tout 
compact. Si p est à densité continue et à support compact, et si Ab 
désigne la fonction (à valeurs complexes) transformée de yu, la 
fonction continue (du type positif) K+u+1 a pour transformée la 
fonction sommable -h|.(b|’, et on a : 


Sp K«p*u.—= IEC 


Dans le cas considéré cette remarque conduit à une troisième défi- 
nition de l'énergie : 


AL(x) 


dr Ci 


Dérinirion (IIT). — v. est d'énergie finie lorsqu'elle admet une trans- 
formée de Fourier qui est une fonction AV de carré sommable par rap- 


Md ; 


port à la mesure de densité +i ; l'énergie est alors la quantité * aN 
dans les autres cas y. est d’énergie infinie. 


(*) & désigne la mesure symétrique de »; pour les définitions et propriétés du produit 
de composition de deux ou plusieurs mesures positives, voir H. Cartan, Sur les Jondements 
de la théorie du potentiel (Bull. Soc. Math. de France, 69, 1941, p. 71-96). 

(*) La transformation de Fourier doit être entendue ici au sens généralisé de 
M. L. Schwartz, qui s’appuie sur sa théorie des distributions. Act. Se. et Ind., n° 1091 
et 1122, 

(°) da désigne la mesure de Lebesguc dans R™. Pour les propriétés concernant la trans- 
formation de Fourier et les distributions du type positif qui viennent d’être utilisées je 
renvoie à l'ouvrage de M. L. Schwartz dont je suppose connu l’essentiel. 
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Dans l’article précité j’ai admis prématurément l'identité des défi- 
nitions (II) et (III) (*), du moins lorsque K satisfait en outre à une 
condition simple qui sera rappelée prochainement. Or si cette iden- 
tité est évidente lorsque wu. est à support compact, le cas général est 
beaucoup plus délicat. Le but essentiel de cette note est de montrer 
que, pour la classe étendue des noyaux considérés, toute mesure 
d'énergie finie pour la définition (IT) est d'énergie finie pour la défi- 
nition (III), et surtout que l’espace des mesures positives d'énergie 
finie pour la définition (II), normées par la racine carrée de l’éner- 
gie, est complet. 

On sait que cet énoncé sert de base à M. H. Cartan dans sa théo- 
rie du potentiel newtonien ("). L'énoncé analogue, relatif à la défi- 
nition (IIT), n'est qu'une transposition du théorème de Fischer-Riesz 
sur l'espace des fonctions de carré sommable par rapport à une 
mesure positive, obtenue à l’aide de la théorie des distributions. 

Je terminerai par quelques remarques sur l'identité des définitions 
(I) et (IT) dans les cas usuels. Je n'ai pu réussir à élucider, dans le 
cas général, la question de savoir s’il existe ou non des mesures posi- 
tives d’énergie finie pour (III) et non pour (II). S'il existait de telles 
mesures, elles posséderaient des propriétés tout a fait paradoxales, 
qui devraient inciter a les exclure d’une théorie du potentiel : ce sont 
évidemment les définitions (I) ou (II) qu'il convient d’envisager dans 
une telle théorie. La transformation de Fourier, si on y fait appel, 
ne doit jouer qu'un rôle auxiliaire, et d’ailleurs commode. 


1. Rappel de résultats relatifs à la définition (III). 


Je reprends avec quelques simplifications, et éventuellement 
quelques précisions, les résultats principaux du chapitre 1 de mon 
travail précité (AM), auquel je renverrai le plus souvent pour les 
démonstrations. Celles-ci sont d’ailleurs des conséquences faciles 
des définitions et de la théorie des distributions sphériques (*), dont 
je suppose connus les éléments. 


Hypothèses relatives aa noyau [condition (A)]. — K est une mesure, 
ou même plus généralement une distribution du type positif, dont 
la transformée de Fourier est une fonction +i (nécessairement posi- 


(6) P. 135, note 1. 
(7) Bull. Soc. Math. de France, 73, 1945, p. 74-106. 
(8) Ces distributions sont appelées maintenant « tempérées » par M. Schwartz. 
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tive et à croissance lente) dont l'inverse 1/.h est également une fonc- 
tion à croissance lente; autrement dit, il existe un nombre q > 0 


avec : 
h(x) [ dx 
ay à - = OO 
Ge? Jia + 


Cette hypothèse a pour but d'entraîner les théorèmes 1 et 1 bis; 
d’autre part elle est facile à vérifier pour des noyaux très importants 
dans la pratique (’), d'où son intérêt, malgré son aspect artificiel. 


Distributions d'énergie finie. — La distribution T est dite d'énergie 
finie si elle satisfait à la définition (III) de l'introduction, c’est-a- 
dire si: 

a) T est sphérique. 

b) Sa transformée de Fourier © = 4(T) est une fonction de carré 
sommable par rapport à la mesure de densité sv. 

On posera : 


Tit = [ lode 
(énergie de T)('°). 


Proposition 1. — Pour que T soit identiquement nulle, il faut et 
il suffit que |[T||— 0 (c'est évident). 


Tuéorème 1. — L'espace VW des distributions d'énergie finie. nor- 
mées par la racine carrée de l'énergie, est complet. 

C’est une conséquence immédiate du théorème de Fischer-Riesz 
et de la remarque suivante: si © est une fonction de carré sommable 
par rapport à la mesure de densité <i, elle est à croissance lente [c’est 
essentiellement ici qu'intervient la condition (A)], donc sphérique ; 


T—3%"'(C) est donc par définition une distribution d'énergie 
finie (''). 


Proposition 2. — Si T, converge fortement vers T (au sens de la 


norme-énergie), T, converge vers T au sens des distributions sphé- 
riques. 


(*) Par exemple le noyau d’ordre a : |x|*-™ (0 << a << m), et aussi la solution élémen- 
taire de l’équation AU — a2U =o. 
(1°) Lorsque K et T sont des mesures positives, il s’agit bien de la définition provisoire 


(QUE je conserve cependant la notation ||T||?, la considération de l’espace Ww qui va étre 
défini se révélant utile méme dans les cas classiques. 


(11) (AM), p. 119-120. 
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Il suffit de vérifier que S(T,) converge vers %T) au sens des dis- 
tributions sphériques (‘?). 


Tutonéme 1 bis (corollaire du théorème 1 de la proposition 2): 

Les ensembles suivants sont fermés dans l'espace W : 

VW, ensemble des distributions d'énergie finie portées par un fermé E 
de R™ (c'est-à-dire dont le support est contenu dans E); W, est donc 
une variété linéaire fermée de W. 

6, ensemble des mesures positives d'énergie finie. 

6-. ensemble des mesures de & portées par le fermé E (8 et 8; sont 
donc des ensembles convexes et complets de W’) ('*). 


Potentiels d'énergie finie. — Si TeW, la fonction U— KG est 
à croissance lente (‘*); c’est donc la transformée d’une distribution 
sphérique : 
UT — FU) == F—"(KG), 


qu on appellera potentiel engendré par T. 
Si T est à support compact, on a: 


UT—K:T("). 


Proposition 3. — Si T, converge fortement vers T, U™ converge 
vers U” au sens des distributions sphériques ('‘*). 


Fonction d'énergie; fonction d'énergie mutuelle(''). — Soient T 
et T’eW, G— FT), GC —HT"); la fonction KGG est sommable 


(#2) (AM) p. 120-121. 


(13) De même l’ensemble des distributions réelles d’énergie finie est fermé. 
('*) (AM), p. 121-122: on a en effet 


[isi Haras < [aa +Ieh)- tar fre < 2. 


Il est intéressant d’observer que ce résultat est indépendant de la condition (A) relative à 
1/K ; cette remarque permettrait de faire une étude plus générale que celle du texte, dans 
laquelle on porterait son attention sur les potentiels eux-mémes, et non sur les distributions 
qui les engendrent. 

(5) Pour éviter des risques de confusion, j’emploierai le symbole x seulement lorsque 
le produit de composition peut être défini directement, sans l’usage de la transformation 
de Fourier, c’est-a-dire, dans toute cette partie, seulement lorsque toutes les distributions, 
sauf une, sont & support compact. 

(15) Démonstration directe toute semblable à celle de la proposition 2 ; cf. également 


(AM), p. 123, dernières lignes. Z 
(17) Ces notions, qui ne sont pas précisées dans (AM) s’avéreront utiles pour la compa- 


_ raison des définitions (II) et (III). 
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(inégalité de Schwarz), c’est donc la transformée d’une fonction 
continue J, + définie partout par : 


hr) fe CS 


et qu’on appellera fonction d'énergie mutuelle de T et T’; en parti- 
culier 


Jr, 2) == L(x), 


sera dite fonction d'énergie de T. 
I, est du type positif, et on a évidemment: 


T 


loot} Spas: 
Si T et T’€W sont à support compact, on a: 


Jy p= K+T+T ("'), 
et en particulier : 
L,—K«T«T—U™? 


d’où facilement la 


Proposition 4. — Pour qu'une T à support compact soit d’éner- 


gie finie, il faut et il suffit que la distribution K+T+T soit une 
fonction continue; on a alors: 


TP = Sp K«T«T. 
Si Tet T’e, et si T’ est à support compact, on a: 
J UT): 
Proposition 5. — Si T, et T, convergent fortement vers T et T’ 


(respectivement), la fonction J;, ;; converge uniformément (dans 
l'espace R" tout entier), vers Jy +. 


Montrons d'abord que I,, converge uniformément vers I,; en 
effet, par application des inégalités de Schwarz et de Minkowski : 


(18) D’après F-1(G') = 1’, distribution imaginaire conjuguée de la symétrique de T’ 
(19) Car Jp, r = F—1(KG6) = F-1(UT). 
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(2) He) fer) En" [6(0) "Yeh 
< [HONG — 1116, + [B|]dy, 


<) free) freine" 
<|T— TITI + ITA). 
d'où le résultat, ||T,|| étant uniformément borné. 
La proposition 5 s’en déduit immédiatement en écrivant : 
help + pb il — rime 


Produit scalaire de deux distributions d'énergie finie. — Avec la 
définition ordinaire du produit scalaire dans les espaces de Hilbert, 
celui-ci n'est autre que : 


TT + hie Re 


Proposition 6. — Toute fonction »€(D) (espace des fonctions 
indéfiniment dérivables à support compact) est une distribution 
d'énergie finie ; si T est une distribution quelconque de \Ù on a: 


(T, 9) =U"(G). 


La première partic résulte de la proposition 4; soit d'autre part 
Te ; comme 9 est à support compact on a : 


(T, 9)= Sp dr, = Sp U"+9 =U") 0). 
Proposition 7. — Les fonctions 9 €() sont denses dans ‘WW. 
D'après la proposition 1 et le théorème de Hahn-Banach, il suffit 
de montrer que si T el) est telle que (T, 9) =o pour toute 9€ (D), 
on a ||T||=0; or, d’après la proposition 6, l'hypothèse entraîne 
U"(o) =o pour toute 9€(), d'où U—0, d'où 


(tip = [ w= oc") 


(2°) Voici une autre démonstration : si $= F(p) on a 


4 = fa6= (Uy =U™) 


| 
| 


(c’est la relation de Parseval, qui joue un rôle capital dans la théorie de M. L. Schwartz). 
(2!) Cette démonstration très simple m'a été communiquée par M. L. Schwartz; on 


= AU DRE 
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Remarque. — La question se pose de savoir si les fonctions posi- 
tives de (D) sont denses dans & (**). Une réponse affirmative mon- 
trerait l'identité de définition (II) et (III) de l'énergie d'une mesure 
positive dans le cas d’un noyau positif (cf. § 3). 


Proposition 8. — Soit y, une suite de mesures positives portées 
par un compact fixe, et convergeant vaguement vers ¢ (masse + I 
en o); soit Te; la distribution T,—=T +p, converge fortement 
vers T(**). 


Si en particulier v,€(®), T, est indéfiniment dérivable ; ce pro- 
cédé de « régularisation » est d'un emploi commode. 


2. Lemmes relatifs au produit de composition 
des mesures positives. 


Les lemmes suivants seront utiles pour la comparaison des défi- 
nitions (II) et (III); ils sont faciles à établir mais comme ils ne 
sont pas tout à fait classiques, la démonstration en sera brièvement 
esquissée. Nous nous bornerons au cas des mesures de Radon dans 
R”, bien que l'extension aux groupes localement compacts soit le 
plus souvent immédiate. | 

Soit C* — Cyr l’ensemble des fonctions définies sur R”, à valeurs 
réelles et => o, continues et à support compact (nulles hors d'un 
compact). Le produit de composition des deux mesures positives À 
et Ça un sens » si la quantité bien définie 


[ [ fa nd 


est finie pour toute feC*; c'est alors une fonction additive de ii 
soit »(f), qui détermine une mesure de Radon positive v, notée i» p. 
ou +}; on sait qu'il en est ainsi lorsque l'une des mesures x ou p. 
est à support compact, et aussi lorsque À et »v. sont toutes deux de 


masse totale finie (fa LM, ic 2 æ). 


trouvera dans (AM), p. 126, une autre démonstration, basée sur les opérations de projec- 
tion et de régularisation, qui permet une construction d’une suite 9, € (®) convergeant 
fortement vers une T € {|} donnée. 

(*?) Le procédé de régularisation montre que les mesures de & à support compact peuvent 
étre approchées, au sens de la norme, par de telles fonctions; mais la question de savoir 
si les mesures positives à support compact sont denses dans & semble assez délicate. 

(?%) (AM) p. 124; il suffit d’observer que la fonction continue et bornée F(pn) converge 
partout vers + 1, la convergence étant uniforme sur tout compact. 
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Lemme 1. — Soient ?,, et y, deux mesures positives croissantes (**), 
convergeant vaguement (”*) vers les mesures respectives à et u. Si 
À,*p, à un sens et est majoré par une mesure positive x, Rev. à un 
sens et est limite vague de la suite croissante à, « ee 

En effet pour toute feC* le nombre croissant : 


An * U.n\ f) Er | | fi x + y)d?,,( x)dp.,( ¥); 


qui est majoré par Hi) | fae admet une limite finie £(f), 


0<6(f)<(f); comme évidemment {(f,) + 6(f,) = 6(f, +/,) il 


existe une mesure de Radon & telle que #N= | fat, Chad i 
converge vaguement vers (3. 

D'autre part f(x + y) étant une fonction semi-continue inférieu- 
rement dans l’espace produit R" >< R”, et les mesures 2, et u, étant 
croissantes, il est bien connu qu'on a (*): 


[fre + Pt (æ&)du( y) — lim {fe Ph (æ)du, (y) = ih fab, 


ce qui montre bien que le produit de composition ).*». a un sens et 
n'est autre que la mesure 4. 


Lemme 2. — Soient 2, et », deux mesures positives convergeant 
vaguement vers les mesures respectives À et v.; si le produit de 
composition },*v, a un sens et converge vaguement vers la mesure 
positive ~, À+y a un sens et est majoré par ~. 

En effet, soit feC* ; comme f(x + y) est semi-continue inférieu- 
rement dans R"™>< R”, on a: 


fender) <lim | | fle+y)bn(o)deu(y), 
lim ff. a= if: far, 
d'où le résultat. 


(24) C'est-à-dire Àn4p — An et Un+p — {in sont des mesures positives quel que soit p> 0. 


(5) La mesure positive jn converge vaguement vers 2 si ip Jfdun tend vers |} fdy pour 


. toute fe C+ ; pour les résultats principaux relatifs à la convergence vague, cf. l’article de 
_ M. Cartan cité en (®). 


(26) Il suffit d’observer que dans R™><R™la mesure À, < Un « produit tensoricl » de 
i et u converge vaguement vers À x y, car les nombres À, >< Hg) convergent vers A>< wg) 


i pour toutes les g de la forme f(x) fo(y), qui forment un système total dans Com. pm: s 
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Ce lemme est bien connu lorsque 2, et w, sont portées par des 
compacts fixes ; on a alors x=)». (et d’ailleurs la convergence 
vague de ,*u, est assurée) (*’). D'après le lemme 1 il en est encore 
ainsi lorsque les mesures }, et x, sont croissantes, mais il est évident 
que dans le cas général on peut avoir l'inégalité stricte à xp < «(*). 
Le lemme exprime donc une sorte de semi-continuité inférieure du 
produit de composition relativement à la convergence vague. 


Lemme 3. — Soit y une mesure positive, : la mesure symétrique. 
Si le produit de composition s+{ a un sens, c’est une mesure du 
type positif. 


C’est bien connu et c’est d’ailleurs une conséquence immédiate de 
la définition (*) lorsque y est à support compact. Dans le cas général 
soit v, la restriction de » à la boule |x| <n; d’après le lemme 1 
Un * (en CONVerge vaguement vers +4; si donc f est une fonction (à 
valeurs complexes) continue et 4 support compact, on a bien: 


JU Pari) lien [ (f+ Pas in) > 0%). 


Lemme 4. — Soient ? et ». deux mesures positives du type positif; 
si le produit de composition .*.a un sens, c'est une mesure du 
type positif. 


C'est également bien connu si à et » sont à support compact, ou 
plus généralement sont de masse totale finie. Dans le cas général il 
suffit d'observer que les mesures 


y= 2exp(—lal'/n), a= yexp (—|a*/n) 
sont du type positif et de masse totale finie(*'); on achève alors 
comme pour le lemme 3. 


(27) H. Garran, loc. cit. 

(*8) Il suffit par exemple de prendre, dans Ri, A, = dx (mesure de Lebesgue), un = éq 
(masse + 1 au point z=n);onaa—dr>\*u—0o 

(2°) La mesure a@ est dite du type positif si JU + Dia Z 0 pour toute f continue à 
support compact ; on a posé f(x) = f(— x). 

(°°) La démonstration s’étend lorsqu'on remplace R™ par ungroupe localement compact 
qui est réunion dénombrable de compacts. 

(*') En effet puisque la mesure positive À est du type positif, elle est à croissance lente 


(L. ScawarrTz, loc. cit.); on a donc fo (—|x|?/n)dk < ©. D'autre part le produit 
de À par la fonction exp (—jx|2/n), qui est à décroissance rapide et du type positif, est 


aussi du type positif, comme cela résulte par exemple de la théorie des distributions sphé- 
riques. La démonstration indiquée n’est évidemment valable que pour le groupe R™, 


PCR 
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3. Comparaison des définitions (II) et (II) 
dans le cas d’un noyau positif. 
Le théorème de H. Cartan pour la définition (II). 


Dérinition. — Le noyau K est désormais une mesure positive 
satisfaisant à la condition (A) du § 1. On désignera par &’ l'ensemble 
des mesures positives y telles que le produit de composition K +p «4, 
ait un sens(**) et soit de la forme f{x)dx, où f est une fonction 
continue. 

& est donc l’ensemble des mesures positives d'énergie finie pour 
la définition (II); d'après la proposition 4 il y a identité entre les 
mesures de &’ à support compact et celles de & à support compact(*). 
Nous allons voir que toute mesure de £’ est dans &, et que & est 
complet pour la norme-énergie, avec l’une quelconque des défini- 
tions (II) ou (III); d'une façon précise : 


TuéorÈèME 2 (**). — £’ est identique à l'ensemble des mesures de & 
qui sont limites fortes de mesures positives d'énergie finie à support 
compact ; c'est donc un espace complet pour la norme-énergie (*°). 

Soient d'autre part \ et vu. deux mesures quelconques de & : 


1° Le potentiel U* (distribution définie au § 1 à l’aide de la trans- 
formation de Fourier) n'est autre que le produit de composition 


K+u (*). 


(3?) Le produit de composition des trois mesures positives À, u, v « a un sens » si 
\*u—=aa un sens et s’il en est de même de a *v; alors u*yv a un sens, et on a l’asso- 
ciativité (À x pe) # v — À # (pu # v). : 

(33) Rappelons que & est l’ensemble des mesures positives d'énergie finie pour la défini- 
tion (LIL), ensemble complet pour la norme-énergie (théorème 1 bis). 

(3+) Le théorème 2 est énoncé sans démonstration dans H. Canran et J. Deny, Le prin- 
cipe du maximum en théorie du potentiel et la notion de fonction surharmonique (Acta de 
Szeged, 12, 1950, p. 83), et utilisé systématiquement. Dans le chapitre 11 de (AM) il y a 
confusion entre les définitions (II) et (III) (l'identité de ces deux définitions n’étant évi- 
dente, rappelons-le, que dans le cas des mesures à support compact). Chaque fois que 
dans un énoncé de ce chapitre (11) de (AM) il est question d’une mesure positive d’énergie 
finie, on doit sous-entendre qu’il s’agit d’une mesure de &/, les démonstrations corres- 
pondantes n'étant pleinement justifiées que grâce au théorème 2 ci-dessus. - 

(#5) Dans tout ce paragraphe, quand nous parlerons, sans préciser davantage, d'énergie, 
de convergence forte, etc., c’est de la définition (III) qu’il s'agira; de même nous conti- 
nuerons à attribuer à la notation ||u||? le même sens qu’au § 1. = 

(26) Puisque par hypothèse K x u.*p a un sens, il en est de même (a fortiori) de K¥ uz. 
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2° Le produit scalaire (2, y.) n’est autre que la trace du produit de 
composition K *i*., qui a également un sens et est une mesure positive 
à densité continue ; en particulier : 


lv’ =Sp Kp. 
Nous subdiviserons la démonstration en quatre parties : 


a) Sie’, elle est d'énergie finie et est limite forte de ses restric- 
tions », aux boules B(|\x| << n). 

Pour simplifier le langage, convenons de dire, avec M. Schwartz, 
qu'une mesure (plus généralement une distribution) est une « fonc- 
tion » si elle est de la forme f(x)dz, f étant une fonction sommable 
sur tout compact. Ceci posé, la mesure K+u,+4,, qui est du type 
positif (lemmes 3 et 4), et est majorée par la fonction continue 
K+u+5; est elle-même une fonction continue (*’); x, est donc 
d'énergie finie (proposition 4) et ||} —SpK+y,*u, est bornée 
par Sp K+uxp. 


De cette remarque, et de la relation immédiate 


nez — tall? ln all’ — Ileal 


il résulte aussitôt que {u,} constitue une suite de Cauchy, donc 
converge fortement vers une certaine mesure p,€& (car & est 
complet); d'après la proposition 2, uw, converge vaguement vers 
u, (*), qui est donc identique à ».; x est donc limite forte de ses 
restrictions u.,. 


b) Sipeë est limite forte de mesures u, à support compact, on 
ape 6’. 

Montrons d’abord que le produit de composition K«p a un sens: 
en effet la distribution U* étant limite, au sens des distributions 
sphériques, des mesures positives U“ — K +u, (proposition 3), c'est 
une mesure positive et K +u, converge vaguement vers U*; le lemme 2 
montre alors que K «4 a un sens et est majoré par Ur. 

Considérons maintenant la fonction d’énergie 


1, —=Kxuxt, = Uta « tr, 5 


On peut d’ailleurs montrer que cette mesure est alors de la forme K x == Ue) daydla 
fonction U(a) étant sommable sur tout compact [cf. (AM), p. 138], mais ce fait ne sera 
pas utilisé ici. 

") Théorème de M. Godement ; pour la référence et une autre démonstration, utilisant 
les distributions, cf. (AM), p. 135, note (2). 

(*8) Si la mesure positive 4, converge au sens des distributions sphériques vers T, T est 
une mesure positive, et limite vague de u, (L. Scuwanrrz, loc. cit.). 
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elle converge uniformément vers 1, = FRA), où Mo — Fp) 
est la transformée de Fourier de y (proposition 5). I, est donc une 
fonction positive et la mesure Um*u.,, converge vaguement vers 
Idx. La convergence vague de Us“ vers U* et le lemme 2 montrent 
alors que U** a un sens et est majoré par L dr. 

Puisque K x. < Ur, le produit de composition K*u.*}. a un sens 
et est majoré par Idx; mais comme il est du type positif (lemmes 3 
et 4) et que I, est continue, c’est aussi une fonction continue, et il 
est bien établi que uel’. 


c) Siueë’, on a U—K xp. 

On a seulement montré que K + < U*, mais si on considère à 
nouveau les restrictions v, de u aux boules B,, le lemme 1 montre 
que les mesures croissantes Ut —K +1, convergent vers K+, et 
comme d'autre part U* converge vaguement vers U* (en vertu de 
la convergence forte de v, vers u, établie en a), on a bien 


Ut Ka 


d) Siketueë, K+1+4 a un sens et n'est autre que J, dx, où 
J,,, est la fonction d'énergie mutuelle de >. et v.. 

En effet les restrictions à, et u, de à et » à B, convergeant forte- 
ment vers À et u, la fonction continue J, , converge uniformément 
vers J, , =F '(R£M), où L=— HA), Ab—F(u), (proposition 5); 
Jin, unde = K*), * 2, = U*u., converge donc vaguement vers J, dx, 
qui se trouve être une mesure positive. Mais U’» converge vague- 
ment vers U* (d’après c), donc U?+{ a un sens (lemme 2), donc 
U" +4, converge vaguement vers U**4 (lemme 1). On a donc bien 
J,, da = U* «p= K«r*. 


Il reste à tirer les conséquences évidentes : 
Qs pe) =F, (0) = Sp Kare g, 
et en particulier 
NP =SpK+ +5, 


ce qui achève la démonstration du théorème 2. 


Remarques. — &' étant un sous-ensemble complet de &, et les 
définitions (II) et (III) de l’énergie étant identiques pour les mesures 
de &/, on a montré que l’espace des mesures positives d'énergie finie 
pour la définition (II), normées par la racine carrée de l'énergie, est 
complet, ce qui constitue le théorème de M. Cartan pour la défini- 
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tion (II)(**). On s’est servi du théorème analogue pour la défini- 
tion (III) (théorème 1 bis), dont la démonstration était presque 
immédiate. 

Ces deux théorèmes ne seraient pas distincts si on avait l'identité 
&—6&’. Nous laisserons cette question ouverte ; pour y répondre 
affirmativement, il faudrait montrer que si v.€&, la restriction de u 
à B,, ou même seulement la mesure u, = v. exp (—|a|*/n) est d’éner- 
gie uniformément bornée ("’). 


4. Identité des définitions (1) et (II) 
dans le cas d’un noyau régulier. 


Dans un article récent l'identité des deux premières définitions 
de l'énergie a été établie lorsque le noyau satisfait à des hypothèses 
de régularité assez restrictives (*') ; je désire reprendre ici cette ques- 
tion par une méthode plus simple et permettant de s'affranchir de 
quelques-unes de ces restrictions. 

Les noyaux que nous allons considérer sont des fonctions posi- 
tives et semi-continues inférieurement (s. c. i.); à toute mesure 
positive » on peut associer la fonction définie partout, s. c. i., 


Vie) = [ K(@—y)dp(y). 


Nous supposerons également que le noyau satisfait 4 la condition 
suivante : 


Conpirion (B). — Pour toute mesure positive u. à support compact 
et telle que la restriction de V*(x) au support de uw soit continue, la 
fonction V*(x) est continue dans l’espace R” tout entier. 

Le noyau |x|*~" (0 < x << m) satisfait à cette condition : c’est le 
théorème bien connu de MM. Evans et Vasilesco. Ce résultat a été 


(3%) Voir note (7); l’énoncé de M. Cartan concerne le potentiel newtonien et la défini- 
tion (I) de l'énergie ; il reste à s’assurer de l'identité des définitions (I) et (IL) dans le cas 
de noyaux présentant quelques caractères de régularité ; c’est l'objet du § 4. 

(*°) Voici un problème généralisant celui du texte: si les transformées de Fourier Ly. 
et M de deux mesures positives sphériques À et u sont des « fonctions » dont le produit 
ordinaire LM est sommable sur tout compact et sphérique, le produit de composition À * we 
a-t-il un sens et a-t-on }* = %—1 (LM)? En cas de réponse affirmative (ce qui est. 
d’ailleurs assez peu probable) l'étude précédente serait superflue et l'identité des définitions _ 
(ID) et (IIL) évidente. 

(#) H. Carran et J. Deny, article cité en (3*), 
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étendu récemment par M. Kametani aux noyaux K(x)—K(r) qui 
sont des fonctions de la seule distance |x| =r uniquement supposées 
continues et décroissantes pour r >> o (‘*). 


THéoRÈME 3. — Soit K(x) un noyau positif satisfaisant aux condi- 
tions (A) et (B). Pour qu'une mesure positive y soit dans &' il faut et 
il suffit que l'intégrale 


(1) ECO 


soit finie ; ce nombre est alors égal à l'énergie [|| — Sp K *u*p. 
Montrons d'abord que si » €&’, (1) est finie. D'après le théorème 2, 
les mesures d'énergie finie à support compact sont denses dans &’: 
d’après la proposition 8, il en est de même des mesures de la forme 
f(xz)dz, où f(x) > o est une fonction continue à support compact. Or 
pour une telle mesure l'intégrale (1) est la valeur en o de la fonc- 


tion continue di K(x + y — z)du(y)du(z); c'est donc Sp K*u«u, 


ou encore|lu|} (théorème 2). Dans le cas général » est limite forte, 
donc limite vague, d’une suite de mesures y, du type précédent; la 
semi-continuité inférieure de K entraine alors : 


[[K@—p)do(a)duly) <lim ff K@ —y)dos(a)dea(y) 


= lim PAIE = |||]? <= 00 


Soit maintenant une mesure positive telle que l'intégrale (1) 
soit finie : 
Si » est à support compact et si la fonction 


Ve) = [ K@— y) 
est continue, on sait que ».€&’ et on a, d'après le théorème 2 : 


Ur — K « — V+(x)de, 


(#2) On trouvera une démonstration ct de nombreuses références dans l’article récent : 
K. Kunucur, Étude sur la théorie du potentiel généralisé (Osaka Math. Journal, 2, 1950, 
p. 63-102). Dans l’article précité de H. Cartan et J. Deny, on trouvera une condition 
suffisante qui s’applique au cas d’un noyau qui ne dépend pas seulement de r. 
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d'où [ll] — Sp Us« p = J VH(æ\du(æ) = J J K(w — y)dy(a)dp(y). 


Si x est seulement supposée à support compact E, la fonction 
V(x) est s. c. i., donc mesurable pour pv, et il existe pour tout 
n> o, un compact F, c F avec u(F — F,) < 1/n et tel que la res- 
triction de V'{x) à F, soit continue (théorème de Lusin). Soit y, la 
restriction de p.a F,; la restriction de V#(x) à F, étant continue, 
Ven(x) est continue dans tout R” [condition (B)](*). D'autre part u, 
converge fortement, donc vaguement, vers une mesure de &’ qui 
n’est autre que v.(‘*). On a donc bien montré que e&' et de plus 
(K étant s. c. i. et les mesures y, croissantes) : 


lim {| K(e — y)du, (2). (o) 
LC 10770) 


(= him [ls 


Si enfin y est quelconque, il suffit de considérer la restriction y, 
de à la boule |x|<n: on vient de voir que u,€6 et on achève 
comme précédemment. 

Le théorème 3 est donc démontré ; il va nous permettre d’établir 
un résultat annoncé dans l'introduction. Soient en effet ) et » deux 
mesures de &’; en appliquant le théorème 3 aux mesures 2, uw et 
A+ v. (qui est aussi dans &’), et tenant compte de 


+= leh + 20,2), 


il vient 
(2) 0 w= ff K@—y)ar(n)dy(y). 


Observons maintenant que la fonction partout définie I(x) associée 
à y (voir l'Introduction) peut s’écrire, compte tenu de la symétrie 
du noyau : 


Ha) = f{ K@+y—2)du(yyne)= [KE — dura) 


(**) En effet en écrivant V*(x) = V""(x) + V4—*a(z), on voit que la restriction de V4(a) 
à F,, qui est une fonction continue, est la somme de deux fonctions s. c. i. ; chacune de 
ces derniéres fonctions est donc continue, 

(**) Une suite croissante de mesures positives d'énergie uniformément bornée est une 
suite de Cauchy, d’après une remarque déjà faite au § 3 (démonstration de a). 
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où x” est la mesure déduite de y par la translation x. D'après (2) et 
le théorème 2 on a donc, en posant Ab = F(p) : 


Ab(y) 


de sorte que I(x) est partout égale à la fonction d'énergie Iu(x), 
définie au § 1. Elle est donc continue dans tout R”(‘’). 


I() = (u,p*) = | 1162 ve rtdy (a) 


UV 


(Parvenu aux Annales en décembre 1950.) 


Addendum : Lorsque +’ —(K) présente certains caractères de 
régularité, il est possible de montrer entièrement l'identité des 
définitions (II) et (III). C'est le cas du noyau |" (0 << m), 
(h(x) = C,lx|—*) et de la solution élémentaire de 

Au— au — 0 [R(x) = C(a? + An*|x|*)—']. 
Principe de la démonstration : Soit Teil’, T,—T exp (— t|a|?/n*). 
Il suffit de montrer que T, est d'énergie finie et converge fortement 


vers T (car si T est une mesure positive, T, sera dans &’ ; cf. fin du 
§ 3), et pour cela que || T, || est uniformément bornée (pour n > 1). 


< f Hi,lOlae, où 


h(x) = [ a(t — x)n™ exp (— tn*|t|*)dt 


est majoré par Afh(x) dans les deux exemples ci-dessus (c'est élé- 
mentaire dans le second cas; dans le premier cela résulte d’un 
lemme de M. Frostman). 


Or, d’après un calcul facile : || T,,| 


C5) Car si Fu) = (y), Fu) = b(r)e2727. 
(+6) On peut également observer que, -h|.Ub ? étant sommable, I(r) tend uniformément 
vers o lorsque |r| tend vers l’infini: c’est le théorème de Riemann-Lebesgue. 


REMARQUES SUR LA VARIATION DES FONCTIONS 
SOUSHARMONIQUES ET LES MASSES ASSOCIEES. 
APPLICATION 


par Marcel BRELOT (Grenoble). 


1. La rapidité de variation d’une fonction d’une variable est liée 
élémentairement à l'allure des dérivées première et seconde. Pour 
les fonctions convexes on a même la proposition facile suivante: si 
une famille de fonctions convexes dans Ja, b[ est bornée supérieure- 
ment en un point et bornée inférieurement au voisinage de a et b, 
pour qu'il y ait une borne supérieure commune finie sur chaque 
intervalle fermé contenu, il faut et suffit que sur chacun de ces 
intervalles {x, 6], la variation de f* soit bornée uniformément par 
rapport aux fonctions de la famille. Cette variation est d’ailleurs la 
masse portée par |x, &] dans la représentation intégrale locale 


f(a) Se A je lin. 


On pourrait approfondir les deux parties du théorème. Nous allons 
plutôt examiner et détailler son extension aux fonctions sousharmo- 
niques dans un domaine, moins immédiate et utile à expliciter, 
encore facile lorsqu'on dispose de la théorie moderne du potentiel 
(on s’appuiera sur [2]). On complètera ainsi l'étude souvent cotoyée 
de la relation entre la variation d’une fonction sousharmonique et 
la distribution de masses associée. Nous donnerons plus de détails 
que dans une Note [7] annonçant les résultats, en nous plaçant tou- 
jours, pour le domaine fondamental pourvu d'une fonction de Green, 
dans l’espace compact R° déduit de l’espace euclidien R°(à r > 2 dim.) 
par adjonction du point R, à l'infini, ce qui, grâce à une étude 
systématique [1], ne présente pas de différence avec le cas d'un 


domaine borné; cela s’appliquerait d’ailleurs à des domaines pourvus 
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de fonction de Green dans des espaces plus généraux comme les 
espaces localement euclidiens, ce dont nous nous occuperons ailleurs. 
Puis, comme application, on abordera, en développant et complé- 
tant [7], l'étude d’une « action à distance » déjà mise en évidence [3] 
dans le problème de Dirichlet et liée à l’allure comparée à la frontière 
de la mesure harmonique et de la fonction de Green. 


Dans R°, on notera É et E la frontière et l’adhérence de l’ensemble E 
et on écrira de la même façon un point et l’ensemble qu'il forme. 


9. Tnéorème 1. — Considérons les fonctions u sousharmoniques 
<o dans un domaine Q (CQ non polaire (')) et satisfaisant à la con- 
dition : 

en un point O, u(O) > K fini donné, ou bien seulement l'extrémale (*) 
de u relativement à un voisinage w de O (wCQ) est >K en O. 

Alors sur tout compact de Q, la masse totale associée à u dans la 
représentation potentielle est bornée uniformément par rapport aux u. 

Soit en effet A un compact contenant et contenu dans Q. Siu. 
est la distribution de masses associées à u 


u(M) < v(M) — J G(M, P)dup  (G fonction de Green de Q). 


L’extrémale de v relative à A majore celle de u, donc aussi celle de u 
relative à w et cette extrémisation de v conserve la masse totale 

la ish x , LA = Q 
portée par A. Passons ensuite à l’extrémale w de v relativement à 
© — A, ce qui laisse wv sur l'intérieur de A. Sur les masses 


(1) Un ensemble polaire est par définition tel qu’il existe, localement, une fonction 
sousharmonique valant — co sur lui. Une condition nécessaire et suffisante est qu’il soit 
effilé en tout point ou seulement en tout point de l’ensemble. Rappelons que « quasi- 
partout » signifie « sauf sur un ensemble polaire ». 

Dans lénoncé du texte, si CQ était polaire, u serait constante [1]. 

La condition « CQ non polaire » équivaut à Vexistence d’une fonction de Green 
pour (2. 

(?) L’extrémale à de u sousharmonique < o relativement à EC Q est par définition la 
plus grande fonction sousharmonique <o dans Q, quasi-partout égale à u hors E [a]. 
Lorsque E est ouvert, à vaut dans E la fonction de Wiener H®, où ¢ sur la frontière de E 
vaut u dans Q et o ailleurs. Lorsque E est compact, on étend la définition sans limitation 


de u. Lorsque u est un potentiel de Green fe G(M, Pjdu(u <0), cette opération, dite 


« extrémisation », fournit un autre potentiel de Green de masses (i ; i ne charge pas l'in 
térieur « fin » de E, c’est-à-dire l'intérieur dans la topologie fine (topologie la moins fine 
rendant continues les fonctions sousharmoniques). On emploie aussi le terme de « balayage », 

(voir l’exposé de H. Cartan [8]). | 
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associées, cette opération conserve les masses portées par A et 


supprime les autres en en distribuant une partie sur A. 


+ 


de ire 


Si est la distribution finale : (A) > |u(A)| 
et w(M)= [ GM, P)dy. 


Si 6 = borne inf G(O, P), on conclut 
PeA 


w(O)< (A) d'où [K|> g)y(A) 


ce qui donne pour |u(A)] la majoration cherchée. 


THÉORÈME 2. — Considérons une famille de fonctions sousharmo- 
niques u dans un domaine Q (CQ non polaire) telles que 

1° u< K, (constante finie) sur un ensemble E non polaire contenu 
dans Q (c'est-à-dire que E est non effilé en un point OeQ). 

2° La masse totale associée à chaque u est en module < K, (fixé fini) 
ce qui entraine l'existence de majorantes harmoniques. 

3° Les plus petites majorantes harmoniques des u admettent une 
enveloppe inférieure localement bornée (donc continue (*) surharmo- 
nique) ce qui a lieu en particulier si les u majorent sur Q — A (com- 
pact ACQ) une fonction sousharmonique u, fixe donnée sur cet 
ouvert (*). 


Alors les plus petites majorantes harmoniques u des u ont une enve- 
loppe supérieure S localement bornée (donc continue sousharmonique) ; 
donc elles sont, et de même les u, bornées supérieurement sur tout 
compact de Q, uniformément par rapport aux u. 


Il suffit de voir que S est finie en un point: car les u étant bornées 
inférieurement uniformément sur tout domaine w contenant ce point 
(@ <Q) on en déduira une borne supérieure commune sur chaque 
compact de w. 

Introduisons un voisinage fermé + de O (yc) et réduisons E à 
sa portion dans y. Montrons qu’en M, hors y, S est finie. Sinon en 


(3) Rappelons que la continuité vient de l’égale continuité de la famille des majorantes 
lorsqu’on prend sur l’espace des valeurs des fonctions la structure uniforme de la droite 


numérique achevée. x 
(*) Car si M, est un point de Q el w un ouvert tel que ACwC wc Q (M,€w) les 


majorantes harmoniques des u majorent la plus petite majorante harmonique det, dans 
Q — A, donc ont une borne inférieure finie commune sur la frontière de w et par suite 


dans w et au voisinage de M;. 
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* ~ A 
considérant un w contenant M, et y on trouverait un u, soit U majo- 
rant sur E une constante finie L arbitrairement choisie. 


Si ViM)= f GM, P) dup potentiel des masses associées à U, 


U—VvV-+U. Extrémisons V et v. relativement à Q—E, ce qui 
donne V et u. avec 


V(M)— i? G(M, P)diip. 


Mais » ne charge pas Q 
1= Sup G(M, P) il vient : 
Pey 


(1) V(M,) > — 2K,. 


y et PACE <Q) < K,. Donc si 


D'autre part si &" désigne l’extrémisée relative à 2 — E de la masse 
unité «“ en M, on sait que VM.) = | Va. Or e“” ne charge que 


l’'adhérence fine de E (et même d’ailleurs la frontière fine) et, 
puisque E n'est pas polaire, la charge totale Ky, est fo. Comme 
V<K,—L sur E, donc sur son adhérence fine, 


V(M,) <(K, — L) Ku, 
ce qui, pour L assez grand, est contradictoire avec (1). 


CoroLLaire. — Considérons dans un domaine Q une famille de 
fonctions sousharmoniques u telles que 

1° u<K, (constante finie) sur un ensemble E non polaire. 

2° sur Q — A (compact ACQ) les u majorent une fonction sous- 
harmonique fixe. 

Alors pour que sur chaque compact B de Q les u (ou encore leurs 
extrémales relatives à B) soient bornées supérieurement dans leur 
ensemble, il faut et suffit que, sur chaque compact de Q les masses 
totales associées soient en module bornées dans leur ensemble. 


3. Application. — Nous allons appliquer le résultat précédent à 
l'étude d’une notion nouvelle qui paraît utile en particulier pour le 


problème de Dirichlet. 


Définilion 1. — Étant donné le domaine Q (CQ non polaire) on 


dira qu'un point Q de la frontière Q est actif sur un point-fron- 
titre Q’, si, dans l'intersection de Q et de tout voisinage ouvert de 
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Q, il existe une distribution y de masses > o (mesure de Radon) 
admettant un potentiel de Green J G(M, P)dup non borné au voi- 


sinage de Q’ (c’est-à-dire non borné dans tout voisinage de Q’, ce 
qui signifie que la lim. sup en Q’ est + 0). 

D'après cela, dire que Q est inactif sur Q’ signifie qu’il existe un 
voisinage Ÿ de Q tel que, pour toute distribution de masse > o sur 
V et admettant un potentiel de Green, ce potentiel est borné au voi- 
sinage de Q’ (c -à-d. de lim. sup finie en Q’). 

On donnera des définitions analogues pour un compact ec Q actif 


sur un compact e’<Q(°). Il est immédiat qu'il ya activité si e et e’ 
se coupent. 


THÉORÈME 3. — Pour que e soit inactif sur e’ il faut et suffit que 
K(M, = GMP) (P, fixé dans Q) reste borné pour M et P de Q 
variant respectivement dans deux voisinages ®, Ÿ convenablement 
choisis de e et e’. 

La condition est suffisante puisque pour toute charge p > o de Ÿ 
le potentiel de Green est majoré dans Ÿ par 


K Î G(M, P)duy (K = C). 


_ Réciproquement si la condition n’était pas satisfaite, imaginons 
deux suites décroissantes Ÿ, et Ÿ, de voisinages de e et e’ tendant 
vers eet e’. On trouvera M,¢U, et P,eU, tels que K(M,, P, > n°. 


La masse ponctuelle placée en M, aura en P un poten- 


1 

n'G(M,, P,) 

tiel de Green égal à Eh et en P, un potentiel => n. La réunion de 
n 


ces masses, puis toute portion d’un voisinage de e ont un potentiel 
de Green non borné au voisinage de e’. 


Corotiatre. — Pour que e soit actif sur e’, il faut et suffit qu'un 
_ point de e soit actif sur un point de e’. 


(5) On peut considérer aussi d’autres topologies que celle de R‘*; par exemple, sur Q, 
la structure uniforme ramifiée [4] ou celle de R.S. Martin ([g] et [6]) fournissent par 
complétion de nouvelles frontières de Q sur lesquelles on introduira, avec les topologies 
correspondantes, des définitions analogues à celles du texte pour lesquelles s’étendront 


_ aussitôt le théorème qui suit et son corollaire. 
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La condition est évidemment suffisante. Réciproquement si tout 
point de e est inactif sur tout point de e’, on voit par recouvrement 
de e’ que tout point de e est inactif sur e’ puis par recouvrement de 
e, que e est inactif sur e’. 


Tutorime 4. — Pour que e ne rencontrant pas e’ soit inactif sur e’ 


il faut et suffit que la frontière de e’ dans le sous-espace © soit vide 
ou que e soit inactif sur cette frontière. 

Car si e est inactif sur cette frontiére « non vide, K(M, P) est 
borné quand M est dans un voisinage V de e (pris tel que © ne’ soit 
vide) et P dans un voisinage de «. Or on peut former w ouvert 
contenant e’, ne rencontrant pas Ÿ, enfin tel que la frontière de 
w nQ soit la réunion de e’, d’un compact dans Q et, si « n'est pas 
vide, d’un ensemble dans 2. On en déduit que K(M. P) est borné 
quand M est dans un voisinage convenable de e et P dans w ; on peut 
voir en effet que, pour M hors w et P, cette fonction de P, harmo- 
nique dans oA, est majorée par sa borne supérieure sur OQ, 
qu'on saura majorer indépendamment de M variant dans un voisi- 
nage convenable de e. 


CoroLLAIRE. — Deux points-frontière appartenant à deux compo- 
* 
santes connexes différentes de Q sont inactifs l’un sur l'autre. 


3 

Car sur Q (compact), une composante connexe est l'intersection 
des ensembles sans frontière (c'est-à-dire à la fois ouverts et fermés) 
qui la contiennent et on peut donc trouver un tel ensemble ne 
contenant pas un point donné en dehors de la composante consi- 
dérée. 

Tuéorème 5. — Si Q hors e’ est actif sur un point Q’ de e’, la 

ey ¥ . . 
frontière e" de e’ dans le sous-espace Q est non vide et active sur Q’. 
LI L . , . a X 
Prenons le cas non trivial de Q’ intérieur à e’ sur Q et formons un 


ouvert w dans R° tel que les intersections avec Q de w et à soient 
respectivement l'intérieur et une partie de la frontière de e’ sur le 


sous-espace à. Prenons dans Q A Co, sur un voisinage de Q, des 
masses y > 0 dont le potentiel de Green est non borné au voisinage 
de Q’. Extrémisons-les relativement à Q 1 Cow. On obtient ainsi une 
distribution de masses 4 > o sur & nQ, avec le même potentiel sur 
on. La portion de 4% d'un voisinage arbitrairement petit de e” 
admet un potentiel de Green non borné au voisinage de Q’; car le 
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reste des masses étant sur un compact de Q est de potentiel borné au 
voisinage de Q’, 


Exemples : 1° Voyons comment une certaine régularité locale de 
la frontière au voisinage de Q entraîne que tout autre point-frontière 
soit inactif sur Q. 

Appelons «ordinaire » un point-frontière satisfaisant à la propriété 
locale qu'il existe un voisinage arbitrairement petit ouvert w de Q 
tel que : 

a) w n Q est formé d’un nombre fini de domaines Ô;, 

6) Toute fonction harmonique u > o dans chaque d;, bornée au 


voisinage de tout point de Sin Q et s’y annulant s’il est régulier pour 
d;, est dans un voisinage Ÿ de Q majorée par Ku(M;) où %, la 
constante K et le point Med, sont indépendants de u. 

On obtient une définition équivalente en remplaçant dans (@) les 
u par les fonctions H® où chaque 9 est résolutive, > o. bornée, 


nulle sur 3; nQ. 

Alors si Q est ordinaire, il est aisé de voir que tout autre point- 
frontière est inactif sur Q. Voyons donc comment une certaine régu- 
larité de la frontière au voisinage de Q entraine que Q est ordinaire. 
Remplacons dans la définition du point ordinaire, (6) par l'hypothèse 
(Q étant à distance finie) qu'il existe pour chaque 0; un domaine s 
circulaire (sphérique) contenu dans w, contenant Q et tel que dnc 
ait son inverse par rapport au cercle ç (sphère) contenu dans 0. 
Alors, par un raisonnement déjà donné dans ([5], p. 217)(°) on 
verra que cet ensemble de conditions entraîne bien que Q soit ordi- 
naire. Comme cas particulier, toutes les conditions sont bien satis- 


faites si la frontière Q au voisinage de Q est une courbe (dans R°) 
ou surface (R°, = > 3) à courbures continues > o. . 
2° Si l’un des compacts disjoints e, e’ admet sur le sous-espace Q un 
voisinage polaire, chacun d’eux est inactif sur l’autre et on ne change 
pas la relation d'activité entre deux points lorsqu'on agrandit Q d’un 
ensemble polaire. 
Cela résulte des propriétés du prolongement harmonique au voi- 
sinage d’un ensemble-frontière polaire. 
| On parlera plus loin d'exemples de points actifs. 


| (£) Dans le lemme 4 ([5], p. 217) résolvant ce point, il faut sous-entendre que u > 0 et 


| que 5 rencontre & seulement en des points de a. 
% 
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4. Transformons par le corollaire du théorème 2 le critère 
qu’exprime le théorème 3. Rappelons (voir [5|) que la mesure har- | 


monique d’un ensemble & borélien de Q relativement à un point | 
MeQ est la charge portée par e dans la représentation potentielle 
locale de la fonction de P, sousharmonique hors M, égale à G(M, P) | 
partout définie (fonction de Green « prolongée » égale à cette | 
fonction de Green de pôle M classiquement connue pour PeQ, 
prolongée par o sauf sur l’ensemble polaire des points-frontières | 
irréguliers de Q où on la prend égale à la lim. sup. de la fonction 
considérée sur Q). 

Considérons un voisinage ouvert connexe Ÿ d’un point-frontière 

I ; 

G(M, P.)’ G(M, P) dépendant 
du paramètre MeQ variant au voisinage du compact e (hors Ÿ). 
Alors, que la frontière (ou ce qui est équivalent, CQ) soit ou non 
polaire au voisinage de Q’, on voit dans les deux cas que, pour 
que e soit inactif sur Q’ (hors e), il faut et suffit que la mesure har- 
monique d’un voisinage de e sur Q soit, dans un voisinage de e sur 
Q, majorée par KG(M, P,) (K—C"). 


De là, par recouvrement, on passe au théorème général : 


Q’ et la famille de fonctions de Pe: 


THéorèMe 6. — Pour que le compact ecQ soit inactif sur le 
compact e'CQ ne le rencontrant pas, il faut et suffit que la mesure 


harmonique d’un voisinage de e’ sur Q soit dans un voisinage de e et 
sur Q majorée par KG(M, P,) (K—C"). 

On a déjà donné des exemples où la mesure harmonique ne 
possède pas cette propriété, c’est-à-dire des exemples de points actifs 


(voir [3]). 


5. Examinons l'intérêt de la définition 1 pour le problème de 
Dirichlet. On pourra s'appuyer sur le lemme suivant, de forme plus 
générale qu'il ne serait nécessaire : 

Lemme. — Considérons dans le domaine Q (CQ non polaire) un 


ensemble quelconque E et sur Q une Jonction f <o résolutive (pour 
le problème de Dirichlet, voir [1]) nulle sur l'ensemble 


Alors l’extrémale u de u=H® relativement à E est un potentiel de 
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Green de masses <o dans Q (c’est-à-dire une fonction soushar- 
monique dont la plus petite majorante harmonique est nulle). 
lraitons d’abord le cas de E ouvert. Alors à vaut dans E la solu- 


* 
. E « . + ° 
tion Hz, où © sur E vaut u dans Q et o ailleurs. Sur Q — E, & vaut 


u sauf peut être sur l'ensemble polaire des points d’effilement de 
Q — E : en chacun de ces points il vaut la lim. sup de u prise sur E. 


. , * la . 
On formera aisément sur 2, f, décroissante tendant vers f et 
pour chaquen, <o, nulle sur un voisinage de F, bornée et résolu- 


x 
à à ) fon 
tive. Si o, sur E vaut He dans et o ailleurs, Is, s’annule aux 


points réguliers de Q situés sur E (puisque ce sont des points-fron- 
tière réguliers pour E). Donc la fonction ©, dans {2 égale à HS hors 
E et à H°, dans E s’annule aux points-frontière réguliers de Q. Il en 
est de même de l’extrémale à, de u, — H relative à E puisque 
à, > %,. Donc à, bornée sousharmonique a une plus petite majo- 
rante harmonique bornée < 0, s’annulant aux points-frontiére régu- 


liers et par suite nulle. Ainsi u, est de la forme — | G(M, P)dv, où 
uv, est une mesure de Radon > 0 dans Q. 

Or d’une part w, tend en décroissant vers w comme u, vers u. 
D'autre part on voit aussitôt en considérant f,,, — f, que sur tout 
borélien la charge de y, est croissante (ü,,, — à, étant sousharmo- 
nique) ; et grâce au théorème 1 on voit que la charge de y, sur tout 
compact de {2 reste bornée (puisque à, majore à). Donc si y est la 
limite de », au sens fort de la convergence de la mesure de tout 


borélien situé sur un compact de Q, af Gdu, > Î Gdu d'où 
Eu i Gdy. 


Passons au cas de E quelconque. Quand on remplace E par son 
intérieur w, on n’altére pas l’ensemble F. De sorte que l’extrémale 
relative à w a une plus petite majorante harmonique nulle. De même 
pour l’extrémale relative à E puisqu'elle majore la précédente. 


Tuéorème 7. — Supposons que pour le domaine Q (CQ non polaire) 
* * = = 
le compact e de Q soit inactif sur un compact e’ de Q. Alors il existe 
un voisinage Ÿ de e tel que pour toute fonction f résolutive sur Q. 
bornée hors ©, HS est bornée au voisinage de e’. 
Par hypothése il existe un voisinage ouvert 3 de e, dont on peut 
supposer que l’adhérence ne rencontre pas e’ et tel que, pour toute 
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distribution de masses dans d n © admettant un potentiel de Green, 
celui-ci est borné au voisinage de e’. Toute fonction f résolutive 
bornée hors à est la somme d'une fonction f, résolutive nulle hors 0 
et d’une fonction f, résolutive bornée. Pour voir que H, est bornée 
au voisinage de e’, il suffira de montrer qu'il en est ainsi de H,,. On 
se ramène au cas de f, <0; alors l’extrémale de H, relative à 
SQ est d’après le lemme bornée au voisinage de e’, donc aussi 
H, qui lui est égale au voisinage de €’. 

On a donné dans [3] des contre-exemples qui sont donc des 
exemples de points actifs. 


Remarque. — La propriété énoncée dans le théorème précédent 
comme conséquence de l'hypothèse équivaut à ce que la mesure har- 
monique my(x) de tout ensemble + variant dans un voisinage con- 


* . . r r f . 
venable de e sur Q soit majorée par K. my,(~) lorsque M varie dans 
un voisinage convenable de e’. la constante K et le point M, de Q 
étant fixes. 


Extension. — En utilisant la théorie de Martin [9] complétée dans 


[6], on peut établir immédiatement un théorème plus fort que le : 


théorème (7) et l’entrainant aussitôt : 


Tutorime 8. — Reprenons pour le domaine Q (CQ non polaire), 
e inactif sur e’. Alors il existe un voisinage Ÿ de e (Ù ne coupant pas e’) 
tel que toute fonction harmonique u 0 dans 2 égale à son extrémale 
relative à Q n CT soit bornée au voisinage de e’. 

En effet la représentation canonique de Martin donne 


UP) = 1 K(M, P)duy 


où » est une mesure de Radon > o sur l’ensemble des points mini- 
maux de la frontière ® de Martin et où K(M, P) définie pour Med, 
PeQ est la limite de la fonction K(M,, P)— Sane 

das G(M,,, P,) 
tend, au sens de la topologie © de Martin vers le point Med. 

Soient V,, ‘0, deux voisinages fermés de e, Ÿ un voisinage de M’ 
tels que Ÿ, soit contenu dans l'intérieur de %, et que K(M, P) soit 
borné par une certaine constante À pour MeQ n 0, et Pen. On 
sait ([6/: p. 120, théorème 3) que si u coïncide avec son extrémale 
relative à 2,—(nC,, la mesure canonique y ne charge pas le 


lorsque M,eQ 


4 
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plus grand ouvert selon © dans Q LV D, dont l'intersection avec & soit 
Q ; c'est-à-dire qu'elle ne peut charger que l'ensemble & des points 
de ® qui sont limites au sens de G “16 points de Ÿ n Q(. Or les 


points de R° associés à à ceux de & forment Un CO Dana les K(M, P) 
pour Meë seront majorés par À pour PQ AT. D'où le résultat 


annoncé en prenant Ù, pour le Ü du texte. 


6. Sans approfondir ici davantage, terminons par quelques 
remarques sur le cas où chaque point-frontière est inactif sur tout 
autre, ce qui a lieu en particulier si chacun est ordinaire. Alors tout 
potentiel de Green est borné au voisinage d’un point-frontière Q s'il 
n'y a pas de masses dans un voisinage de Q ; toute fonction HS est 
bornée au voisinage de Q, si f est bornée dans un voisinage de Q ; 


et de plus, si o est l'intersection de Q et d’un voisinage ouvert assez 
petit de Q, ces deux fonctions (potentiel et H,) valent dans w des 


fonctions du type H? où 9 est bornée (d’ailleurs égale sur @ respec- 
tivement à o ou à f). 

Remarquons enfin que la structure uniforme de Martin (voir [6]) 
en général non comparable a celle de R° dans Q, est alors plus fine. 


Sinon on trouverait deux suites M,¢2, MjeQ convergeant dans R° 
vers deux points-frontiére distincts Q, Q’ tandis que K(M,, P) 
K(M,, P) convergeraient vers une méme fonction harmonique u(P) 
dans Q. L’hypothése d'inactivité entraîne que u(P) soit bornée au 
voisinage de tout point-frontiére et s’annule en tout point régulier. 
Elle serait donc nulle alors que u(P,)— 1. 
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COMPORTEMENT DES FONCTIONS DE MATHIEU ASSOCIEES 
POUR LES GRANDES VALEURS DES PARAMETRES 


par R. CAMPBELL (Lille). 


Les fonctions habituelles de la physique mathématique : celles 
de Legendre (ou fonctions sphériques), et celles de Bessel (ou du 
cylindre circulaire), que l’on rencontre dans la théorie du poten- 
tiel, ont toutes été étudiées pour les grandes valeurs des paramètres 
dont elles dépendent. Leurs représentations asymptotiques sont d'un 
usage tout à fait courant. Les fonctions de Mathieu, et de Mathieu 
associées, qui s'introduisent, les unes dans la théorie dn potentiel 
des cylindres elliptiques ou hyperboliques. les autres dans l'étude 
des vibrations des quadriques de révolution (et de leurs cas limites 
très usuels comme les plaques circulaires ou les fils rectilignes) 
sont encore aujourd'hui assez peu utilisées, en raison de l'insuffi- 
sance de leurs tabulations. Néanmoins plusieurs études ont été con- 
sacrées déjà aux comportements asymptotiques des fonctions de 
Mathieu (‘). L'objet de celle-ci est d'aborder le problème, jusqu'ici 
non encore entrèpris, du comportement asymptotique des fonctions 
dites « de Mathieu associées ». 

Rappelons seulement comment l'équation des vibrations 
v’p——#'p conduit à celle de Mathieu associée. Le Laplacien 
étant supposé écrit avec les variables des coordonnées semi-polaires, 
on y fait le changement : 


e+ iz==fch (E+ in), x + iy = pel?, 


(‘) Gozosrein, Asymptotic expansions for the Mathieu caracteristic numbers (Proc. 
Royal. Soc. Edinbourgh, t. 4g, p. 210, 1929). 

Voir aussi « Mathieu Functions » (Trans. Gam. Math. Soc, t. 23, p. 303). 

Ince, Mathieu Functions for large parameters (Journal of the London Math. Soc, t. 2, 


p. 46, 1926). VE 
Marsuatt, Asymptotic representation of Mathieu Functions (D. Zürich, 1909). 
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Si on en cherche alors, selon un procédé usuel, des solutions de 
la forme 


p= er (2)V (nye 
on tombe sur l'équation, dite de Mathieu associée : 


a (am+ ET + (ES sin a)U—o (M,) 


(où a est une constante qui s introduit comme dans toute séparation 
de variables), et sur une autre équation, dite « modifiée » de la 
précédente, et qu'on en déduit en y changeant a en — a et £ en in. 

Dans la suite, nous supposerons que f—1 et nous poserons 


I 4A ’ . . 
m—+- — —=yv pour nous conformer à l'usage. Les fonctions de Mathieu 
2 


associées sont les solutions de période 27 de l'équation précédente. 
On en a donné ailleurs des procédés de calcul ('). Nous nous bor- 
nons ici à les étudier dans le cas où les quantités », k*, et a sont 
des infiniment grands. Dans le cas où k* seul (et peut-être a qui en 
dépend) est infiniment grand, l'étude se réduit à celle des fonctions 
de Mathieu ordinaires, qui a été traitée par Ince et Goldstein (art. 
cités) 

Dans le cas où » seul est infiniment grand, le problème se réduit 
à celui du comportement asymptotique des fonctions de Legendre 
associées, ou des fonctions ultra-sphériques, Ce problème a lui aussi 
été résolu (°). 

Nous supposons donc, dans cette étude, que 4° et » sont des infi- 
niment grands simultanés, et de même ordre. Le paramètre a est alors 
à déterminer lui-même en fonction des deux autres pour que les 
solutions obtenues soient périodiques. Nous emploierons, pour 
traiter ce problème, une méthode due à Horn et qui est relative à 
des équations de la forme 


d'y 
D — y) — 0. (H) 


(‘) Voir Incr, « Associated Mathieu Functions » Proc. Ed. M. Soc, t. 41, 1922-23). 

Huwserr (Picrre), On Mathieu Functions of higher order (Ibid., {. ho). 

Camrsrz (Robert), Sur les fonctions de Mathieu associées (Bull. soc. Math. de France, 
1950, t. IV). 

(*) Voir Hosson, Spherical Harmonics, p. 308 


bé +" 


7 
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La fonction de x dépendant d'un paramètre, au second degré ('). 
Une première approximation de la solution de (H) quand le para- 
mètre est infiniment grand, est fournie par l'expression : 


1 ce. 4] è 
mt à + fyihde 
J. a © 


Telle quelle, elle ne fait pas intervenir directement les valeurs pro- 
pres a—a (f*, »). On ne les fait apparaître que si la constante a 
est elle-même supposée développée par rapport aux puissances 
décroissantes de v. Le terme de plus haut degré en » doit alors être 
du second degré au plus, ce qu'on vérifie du reste sur les formules 
asymptotiques des fonctions de Mathieu ordinaires et de Legendre 
associées, qui sont des cas particuliers des nôtres. Supposons donc 
a et k* développés par rapport à »: 


; : ‘css 
pee D OUR CR PLAT EM SRUS (1) 
y 
: E 
ns Asti Big Oe hu (2) 
v y 


DB. +, 5... sont donnés; A, B, C sont à déterminer). 

La méthode de Iforn supposant l'équation à étudier écrite sous la 
forme normale, nous écrivons désormais l'équation de Mathieu asso- 
ciée sous la forme suivante en prenant x pour variable et y pour 
fonction : ei 


2 —— 
OY [aot + CS). cote ]y =o (M3) 
d’x sin’ æ 
ou, en tenant compte de (1): 


pig, Ce) Hyp, (2) Fr) AM LAY L(+] =O. 


avec 
7 eS 2 cos” x — cot x | 
7, (2) = B-+ $ cos" x + 1 + cot*æ 
f(x) = C + y cos’ a. 


(t) Cf. Worx, Muth. Annalen, 1899, p- 340 et aussi Jerrreys, Approximate solutions 
(Proc. London Muth Sor., b. 25, 1924). 
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La solution de Horn cherchée s'écrit sous la forme : 


¥,=9(werr© [: AC AD 4 vee A) + . | 


y 


l'équation de w’ est immédiatement fournie par le terme en » : 
dw \? 
ce) + y,(&) — 0. (1) 


Ce que nous cherchons ici, c’est une forme [valable pour » très 
grand] des intégrales périodiques (27) en x, intégrales dont l’exis- 
tence ne va pas de soi, mais a par ailleurs été prouvée ("). On doit 
donc déterminer w (x) pour qu'il soit périodique, ce qui exige que 
w/(x) soit un carré parfait, soit: 4x (A+ «-+1)’, équation, dans 
le plan des (A, ~), d’une conique qu'il est plus commode de repré- 
senter sous la forme paramétrique : 


a  A——(9— 1}. 


On en tire aussitôt : 


dw ( : I ) 
— =e/( 0 sin x + — 
dz sin 


a l" 
tg° — 
8, 


e*w (x) —e- £v§ cos æ 


Il y a lieu de s'inquiéter des zéros possibles de w’, la théorie précé- 
dente n’étant pas valable si y, s’annule et exigeant, dans ce cas, qu'on 
recherche le prolongement analytique de la solution à travers la 
valeur singulière qui annule y,. Ici, w’ ne s’annule que si: 


6 sin°x — — 1. 


ce qui n'est possible, pour « réel, que si 9 est plus petit que — 1. 
I 
sin?) 
x —) étant un infiniment petit et » un infiniment grand, nous 
ferons, pour opérer le prolongement analytique, des hypothéses 
supplémentaires : nous supposerons, dans ces approximations, que 


Soit alors À une racine de w’: 4— — 


(*) Voir articles déjà cités ; voir aussi à ce propos : CameseLe (R.), Sur une expression 
remarquable des solutions de l’équation de Mathieu associée (Bull. soc. Math. de France. 
tome LXX VIE, 1949, p. 1). 
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LT — À F : : x 
Sea est infiniment petit, mais que » (x — >.) est infiniment grand. 


L'expression trouvée pour la solution de Horn qui est : 


ORE Cab: 
(«’) A el th, veo (x) [dr 

s écrit alors, dans le voisinage de ?, en appliquant la formule de 
Taylor: 

en a+ vM(h) += w"(QQ) (2-2) Ai) _ 1 

HIS ne ann Mee aA ees D 
Or, cette derniére expression apparait comme la formule asymp- 
totique connue d'une fonction de Weber, que l’on sait prolonger ana- 
lytiquement ('). Il suffit, en effet, de poser z= \/— av" (2) (x — 2) 
pour que l'expression (W) soit celle de D,(z), où q, ordre de cette 
poses 
20" (2) D) 

Comme nous nous intéressons seulement aux fonctions de période 
ar, les fonctions de Weber auxquelles elles se réduisent à la limite 
doivent être d'ordre entier: q doit donc être un entier N; ce qui 
s'écrit, en posant 


fonction, vaut ici 


équation qui détermine B et qui fait apparaître clairement l’infinité 
dénombrable des valeurs propres. L'équation connue 
Dy(z) =(— 1)*Dx(— 2) 

relative aux fonctions de Weber, permet alors bien le prolongement 
analytique à travers la valeur x —1. Il y aurait heu naturellement 
d'effectuer aussi ce prolongement dans le cas où g n'est pas un 
entier, étude nécessaire pour le comportement asymptotique des 
solutions de période quelconque de l'équation de Mathieu associée. 
Ce calcul qui se fonderait sur l'équation (où n n’est pas entier): 


D,(— =) =e", (2) — Det D_,_, (i2) 


(1) Voir, par exemple Wuittakrr, Modern Analysis, p. 347, ct Wrerr(H.), Math. Ann. 
- 1(1869), pp. 1-36. 
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sortirait du cadre de cette étude, limitée aux fonctions de période 


OT. 
On peut trouver aussi la condition précédente entre B et £ sans faire 
intervenir les fonctions de Weber. Il suffit d’écrire que, dans 


l’expression intégrée {4 dz, les coefficients des termes logarithmiques 
6) 


sont entiers, ce qui est nécessaire pour la périodicité. Cette méthode, 
qui sera systématiquement utilisée plus loin, ne permet pas le 
prolongement analytique, mais s'applique par contre encore au cas 
où w’ n’a plus de racine. 


Résultats : 
1° Si 0 est extérieur, à l'intervalle (— 1,0) on peut poser 


ÿ——— — ,.et supposer r positif. Quand 4 est < — 1 , on pose 


FT: 


r 
r= cos À; quand 6 est > o on pose r — ch v.; dans les deux cas, la 
condition qui fournit B en fonction de £ s'écrit si r°—s: 


(+) 


i 


(C) 


B= Bs + 
La solution de Horn s’écrit: 


i — 
a ve ES ae tee 
r—ecosz 


H, ,—:V/sinx| 


1 


x 
cot § — 
2 


2° S10estintérieur à l'intervalle (— 1 , o ) on changera simplement 
r en ir dans les résultats précédents. Le coefficient du terme logarith- 
cos x 


mique ( qui s'écrit ici sous la forme Arctg ) dans l'expression 


intégrée devra être la moitié d'un entier imaginaire pur impair, ce 

qui fournit pour B la valeur donnée par (C), (s étant alors négatif). 
3° Dans les cas particuliers limites 6 — o et 0 — — 1 et aussi dans 

le cas où 0—1, la méthode ne s'applique plus. Si on veut obtenir 

les résultats comme limites de ceux obtenus précédemment, il est 

nécessaire de faire des hypothèses supplémentaires sur l’infinitude 

: I I 

de comparée à celle de g ou de Ds" 

Notons cependant que si 0 — o, on retrouve, pour la valeur asympto- 

tique des fonctions étudiées, une forme analogue à celle obtenue 


ead 
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depuis longtemps pour l'expression cos’ x C¥ (sin x) (') où C désigne 
le polynôme habituel de Gegenbauer, auquel on sait que la fonction 
de Mathieu associée se réduit lorsque k devient petit (ce qui est bien 
le cas ici, où son ordre est inférieur à celui de v) mais il est malaisé, 
dans cette formule asymptotique, de faire apparaître l’indice N, 
la condition (C) n'ayant plus de sens. D'ailleurs w” (4) étant nul, 
les fonctions de Weber ne permettent plus d'opérer le prolonge- 


ment analytique — Lorsque 4 vaut — 1 la condition (C) devient: 
B— — 1, et ne fait plus non plus apparaître l'infinité des valeurs 
propres. 


Calcul des termes f,, f,, f,, … fs. 


La méthode de Horn donne pour J; l'expression: 


1 I ) L 7: kh 4,0” Ly. 
‘teem oo ps apres aes a a erie 


{o{, désignant le schwarzien de w. Le calcul de f, est déjà extré- 
mement compliqué. On peut néanmoins obtenir les termes suivants 
par une méthode générale en posant: 


— À =... — 
Je gr ds ; f : 
Les 9, sont alors fournis par un système d’équations différentielles 
du premier ordre, dont la première a déjà été utilisée : 


209 + 749 =0 
2094 Tite Ps Foias 9" Bie (o Pinas ESS @) 

Do aa =T pi Tie 9,(a° + C= ss cos” æ) Tae o(D + d cos” x) 
etc. 


er ln Doris munies er ee fase M. Ee dela 9:20 .fe ges es, 1,617 


Tous ces premiers membres admettent pour facteur intégrant 
commun l'expression: e/“;,"-“ on intègre alors ce système très 
facilement de proche en proche. En annulant, à chaqueintégration, les 
termes logarithmiques qui apparaissent dans les seconds membres, 


on écrit que le développement de la fonction obtenue est périodique. 


On détermine ainsi C; D, etc. en f (y, d...). 


Nous n'avons effectué que le calcul de f, qui s'écrit: 


t u LL lys Mu Gb AL 
ÈS = —- [eM + (M, — 4sM,) sa k a hs | (uw? —s) 


Hs 


(*) Cf. Hosson, Spherical Harmonics, p. 308. 
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la condition entre C et y s écrit elle-même : 
8s°M, — 4sM, + 3M, =o. 


Les coefficients M,(1 <i<5) proviennent de la décomposition de 
la fraction rationnelle f,(u) en éléments simples et valent 


M,=O-+y-+( +) lt — apt — pre 


M (3—LY)t + — Lat? 


= 
M, => (L'-+ 13)¢ 
L I i 
i et tt 
nee F 
Med 


Dans ces expressions: s—r* (r réel ou imaginaire pur): 
AR ee 
C=s—1; u— COST ; L= 1 + Ne Vs. 


En donnant à ¢ ses 2 valeurs + 1, on a ainsi obtenu 2 solutions 
de Horn asymptotiques, H, et H,, et qui sont des solutions périodiques 
de l’équation (M) pour les grandes valeurs des paramètres. Il reste 
à déterminer quelle combinaison linéaire À, H, + A, H, de ces 2 
solutions il faut former pour obtenir la représentation asymptotique 
d’une fonction de Mathieu associée proprement dite. Nous utiliserons 
pour calculer À, et À, un résultat que nous avons déjà obtenu. On a 
calculé la valeur pour » très grand de la fonction Ceh X (n) (Rappelons 
que cette fonction, dite modifiée, s'obtient en remplaçant, dans la 
fonction de Mathieu associée ce} (x), « par in). 


On a trouvé: 


lim. cehX(n) 
n>8 


cfa \ FERS Qe AUS I ny -2 
=(?) [ Sa:cx 1 ] r(» + a sin [» chy — te — ) Te 
c\(z) désignant le polynôme habituel de Gegenbauer. Si, dans les 
solutions de Horn, on ne conserve dans l’exponentielle que le terme 


oan am 
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qui contient » et si on change x en in et a en — a (c'est-à-dire 6 en if) 
elles deviennent elles-mêmes pour |r| très grands: 
A ey PE dy — 1 1 —;/0ehn, 
H,(1) —e ? % >) th & 2) % oa ee 
2 


(5) 


La combinaison linéaire A,H, + A,H, qui s'identifie à (4) s'obtient 
alors immédiatement. Elle est : 


— Ry (H, —H,) si n >o(c.-a-d. si 0<x<7r) 
“SL ues H,e**”) si x << o(c.-a-d. si —r<xr<o). 


>: 


On peut enfin déterminer Ry à partir de (4); si on remplace k par 
son développement (1) et si on applique la formule de Stirling, on 


obtient : 
+ (48) 


R= Sac) (+) 


(Parvenu aux Annales en juin 1950.) 


= 2 - 2 


im LA FA 
- 
x 7 à 
~ | ‘ t 
a 4 Le CR 
L 2 ~ 
= * 
d'u trs Li à “ eid 
A0 a 2 2 Cute , 0e O1 à eine abiemn + $ et 
a 


de Horn oxy (hppa, HE at fT af al 
| gars, 2 ot Bn sons Aah SE. 
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_LA REALISATION DES CONNEXIONS EUCLIDIENNES 
D'ELEMENTS LINEAIRES ET DES ESPACES DE FINSLER 


par O. GALVANI (Grenoble). 


I. — INTRODUCTION 


= Les espaces de Finsler sont les espaces métriques définis 
par une distance élémentaire ds — (a, dx), la fonction % des coor- 
données x et de leurs différentielles étant seulement assujettie à être 
positivement homogène du premier degré par rapport aux différen- 
tielles. Les espaces de Riemann en sont un cas bien particulier. 

E. Cartan a montré que si £ a des dérivées troisièmes continues et 
conduit à un problème régulier de calcul des variations, on peut 
regarder l'espace F correspondant comme un espace d'éléments 
linéaires (*) à connexion euclidienne: F devient en somme un 
assemblage de morceaux infiniment petits d'espaces euclidiens, 
chaque morceau étant constitué par les éléments linéaires infiniment 
voisins d’un élément linéaire de F. 


2. — On sait d'autre part qu’un espace R de Riemann analy- 
tique peut être localement considéré comme une variété euclidienne 
plongée dans un espace à nombre suffisant de dimensions, douée de 
la connexion induite par l’espace ambiant. Je vais montrer qu'il en 
est encore ainsi des espaces de Finsler F analytiques, mais alors que 
pour R l'élément générateur de la variété réalisante était le point, il 
faut prendre pour les variétés réalisant F un élément générateur 
plus complexe, à savoir l’ensemble S d’un élément linaire L et d’un 
multiplan passant par L. L’espace F devient alors l'assemblage de 


(‘) Un élément linéaire est la figure formée par un point et une direction issue de ce 
point. 
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morceaux finis de variétés euclidiennes, chaque morceau consistant 
en un voisinage d'un élément S de la variété. 


3. — L'existence des réalisations d'un F donné s’obtiendra 
comme conséquence d’un théorème plus général relatif aux con- 
nexions euclidiennes d'éléments linéaires, et par suite applicable 
aussi aux espaces variationnels généralisés de Lichnerowicz (*). 


h. — Les divers théorèmes d'existence qui font l’objet de cet 
article s'appuient sur la théorie des systèmes différentiels analy- 
tiques : ils supposent par suite l’analyticité des espaces réalisés. Ils 
sont d’autre part de nature locale. 

Comme les espaces de Riemann, les réalisations d’une connexion 
euclidienne d’éléments linéaires dépendent de fonctions arbitraires 
— et aussi du nombre de dimension de l’espace où se fait la réali- 
sation. On en profitera pour imposer aux réalisations certaines pro- 
priétés géométriques, par exemple « respecter » les points des 
espaces d'éléments linéaires ou les géodésiques des espaces de Finsler. 

Les considérations du début de l’article relatives aux connexions 
d'éléments linéaires données a priori ou induites sur des variétés 
euclidiennes n'exigent que des hypothèses de continuité et de déri- 
vabilité qui seront le plus souvent sous-entendues. Il est aisé d’en 
rétablir de suffisantes. 


5. — Notations générales. — 1° Suppression du symbole = de 
sommation devant un indice figurant deux fois. 
Utilisation du symbole à, défini par : 


OPES Beer og Oe eee ee Ee DO Sees. 
Représentation par : 
(5; 2) Rp (j) En 


de l'ensemble des R;; où i et j prennent les valeurs entières <n. 

2° Nous désignerons par SDE l'ouvrage suivant de E. Cartan, 
auquel nous aurons souvent à nous reporter : 

Les systèmes différentiels extérieurs et leurs applications géomé- 
triques, Paris, Hermann, 1945. 


(?) Cf. A. Lichnerowicz, Les espaces variationnels généralisés (Ann. Fe. Norm. S 
t. 62, 1945, pp. 339-384). 8 ( 0 up. 
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Les notations dw, [wo] désigneront, comme dans SDE, une diffé- 
rentielle et un produit extérieurs. 
. . <a e 4 
3° Méthode du repère mobile (*): soit R —(Me,), in, un repère 
> 


mobile rectangulaire (e, e;=3,) de l’espace euclidien E,, supposé 


différentiable (M et les e différentiables). Les composantes relatives 
de R sont les w;, w, définis par 


i > > > 
(5 : 3) dM — we; 5 de; = wi). 
, 


Ce sont les composantes, rapportées à R, du déplacement infinité- 
simal qui amène R sur (M + dM, e;+ de). Elles vérifient 


(5 ; 4) Oy = — 0j. 


On représentera par {w} un système de 6;, w;, vérifiant (5; 4); 
et à tout fw} différentiable on associera fQ}, soit : 


(5:5) Q=de;—[oyo); — Qy== dey — [one]. 

Les relations de structure de E, [intégrabilité des (5 ; 3)] s’écrivent 

(5; 6) Q,=O2,=0. 

Soit {wi un système de formes de Pfaff wu, du), w;(u, du) véri- 
fiant (5; 4) mais non assujetti à (5; 6). Et soit R(u)— (Me,) un 
repère de E, déduit d'un repère fixe Me) par une rotation 0(u) 


différentiable autour de e, : 


(93 7) à = ary( wey 
dM et de, étant encore définis par (5; 3), on aura iB par : 
(5 ; 8) dde e + aide; ; 
on dira que le système {5} défini par (5; 3, 7, 8) et 
(5 ; 9) dM = as do a5 


est le transformé de fw} par les rotations O(u) autour de e,. 


(3) Cf. E. Cartan, La méthode du repère mobile, la théorie des groupes continus et les 
_ espaces généralisés (Exposés de Géométrie, Paris, 1935). 
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II. — LES CONNEXIONS EUCLIDIENNES 
D'ÉLÉMENTS LINEAIRES {,,_, 


6. — Connexions {,, . — D'après la théorie générale de 
E. Cartan(‘), une connexion euclidienne d’éléments linéaires, soit 
g 


‘on —1? 


est définie par un système to} de net) formes de Pfaff 


@;, Oy (i, JÉR, wÿ——w;) à an—1 variables u,, telles que les 
on — 1 formes w;, w,; soient indépendantes : 


(6; 1) [o,w, 2+. w,w,, +++ On| FO. 


A toute « courbe » u— u(t) correspond alors dans l'espace eucli- 
dien E, à n dimensions une famille de repères rectangulaires 


R= [M(®, e(t)] admettant fw[u({)]} comme composantes relatives. 
Les éléments [M(+#), e(t)] seront regardés comme constituant la carte 
sur E, de la courbe u-—u(t). Cette carte est définie à un déplacement 
près dans E,. 

La condition (6 ; 1) exprime que, si [Me;] est un repère de E,, il 
y a, en tout u, correspondance biunivoque entre du et l'élément 
linéaire [M + we, ee Pat la carte infinitésimale sur l’espace 
holonome tangent est biunivoque. 


7. — Systèmes équivalents de composantes relatives. — Nous 
dirons que {w} constitue un système de composantes relatives de 
4,n_,. Nous ne considérerons que des composantes rectangulaires 
(w= — w;) dans lesquelles l'indice 1 joue le rôle particulier défini 
au n° 6 dans la construction de la carte : la connexion de composantes 
fo} est ainsi bien déterminée. 

Deux connexions doivent être regardées comme identiques si elles 
fournissent la même carte. Deux systèmes {wo}, fa} définissant la 
même carte seront dits équivalents. Deux systèmes transformés l’un 


de l’autre par des rotations autour de e; [cf. (5 ; 7)] sont équivalents, 
car une telle transformation conserve les cartes. La conservation 
des cartes infinitésimales entraîne la nécessité de cette condition. 


(+) Cf. E. Cartan, La mélhode du repère mobile (loc. cit., n° 5), p. 59-61. 
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8. — Connexions semi-ponctuelles. — En général, le système 
(8; 1 ©; 0, i<n, 


n'est pas complètement intégrable, et l’espace des u ne peut être 
engendré par des variétés U,_, à n—1 dimensions telles que la 
carte d'une courbe quelconque de U,_, soit formée d'éléments 
linéaires de même centre. 

Les connexions vérifiant (8: 1) seront dites semi-poncluelles, 
l'espace des u doué d’une telle connexion semi-ponctuel. 


g. — Courbure et torsion des {,,_,. — D'après (6; 1) les o,, 
w,; sont résolubles par rapport aux du, et les Q (du n° 5) sont de la 
forme : 


(9 at) 20 Plon] er Quoi, x] = Roux © © ,x]; Sri} 


Les P, Q, R constituent les composantes de la torsion de £,,_ 
pour s=i, et de sa courbure pour s—uy. 
Les connexions semi-ponctuelles sont caractérisées par 


4? 


(9 ; 2) Bins E, john: 

Cela résulte immédiatement de (g; 1) et de la complète intégra- 
bilité de (8 ; 1). 

Rappelons que P=Q=R= 0 caractérise les espaces holo- 


nomes : on a alors un espace d'éléments linéaires localement eucli- 
dien. 


10. — Espaces d’éléments linéaires L,,_, à connexion eucli- 
dienne. — Soit r—(z,, ... x,) le point courant d'une variété diffé- 
rentielle V, à n dimensions. En tout xeV,. les de forment un 
espace vectoriel V’; soit z'—(x;...æ,) une direction de V’. Deux 
directions sont identiques si leurs x; sont proportionnels. Les élé- 
ments linéaires (x, x) de V, forment une variété W,,_, à 2n—1 
dimensions. 

On appellera faisceau d'éléments linéaires une variété à une 
dimension engendrée par des éléments linéaires de même centre. 

Un espace d'éléments linéaires à connexion euclidienne est une 
variété W,,_, douée d’une connexion #,,_, qui «respecte les points », 
c’est-à-dire telle que les faisceaux de W,,_, aient pour cartes des 
faisceaux d'éléments linéaires de E,. Ce sont donc des espaces 
« semi-ponctuels ». On les désignera par L,,_.. 
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11. — Composantes relatives des L,,_,. — On peut les exprimer 
à l’aide des coordonnées (surabondantes) x,, æ;. Les w, ne dépendent 
pas des dx;. Les {w} sont de la forme: 

(T2 F} or, w' dar, 

, y Eval, x’ dap + Nijn( 2, a’ da}, 

et les Ë, 1 sont homogènes de degré o par rapport aux a’, et véri- 
fient 

Cran) Then =O pour 32 ie nt 

(11; 3) Thin = O quels que soient i, /. 

(11 ; 2) traduit la signification de x’ dans V, et le rôle que nous 
avons assigné à l'indice 1 : si dx —x'dt, dM est porté par €. 

(11; 3) exprime l'homogénéité des coordonnées x: : les relations 
dx —0o, dx'—x'dt définissent un élément linéaire (x, x’) donc 
entraînent w,— w;; — 0. 


— Les 


vecteurs X doués de l'élément d'appui (a, æ)(*) forment un espace 
vectoriel euclidien V'(x, x’) en prenant 


12. — Le ds’ et la dérivation absolue dans les L,,_.. 


(1471) x? = gijX'X/ 
les g, étant définis par 
ds = Loi = gi{x, «)dx;dx, 
et les X' par X — Xi, i" étant le vecteur dr, —5,,. 


Ce ds” est invariant dans les transformations O(u), et X° ne dépend 


pas du choix des composantes w;; w;,, définissant L,,_,. 


Soit e, le vecteur de Va, x’) défini par w,—5,: ona 


et on en déduit Pre 
di = due; + none = vi 
d'où la différentielle absolue de X : 
(12; 2) DX! = dX! + X*o!. 


(5) Of. E. Cartan, Les espaces de Finsler (Exposés de Géométrie, Paris, 1934), pp. 4-6. 
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Soit (wi, aj) un système déduit de w;, , par des rotations O(u) : 
les repères e, correspondant à {5} se déduisent de e, par des rota- 
tions, et les by restent fixes: donc les wi(x, x’, dx, dx’) ne dépendent 
pas des composantes choisies. 

Réciproquement les gy et les w caractérisent L,,_,, et à partir 
d'eux on peut construire les fw} du n° 11. On prendra dans Hé 
n vecteurs unitaires rectangulaires ë, e, étant porté par x’ (rappe- 
lons que X et Ÿ sont rectangulaires si g,X'Y/— 0). On en déduit 
les w;. Les w/ définissent ensuite les de,, donc les w;. 

Une forme quadratique 9;,X'X’ définie positive arbitraire, et des 
w/ arbitraires définissent donc une L,,_,. Si les g,; et les w/ sont ana- 


lytiques, on peut choisir les e; de façon que les »; et les wy soient 
analytiques. 


III. — LA CONNEXION {¥,,_, 
INDUITE SUR LES VARIETES EUCLIDIENNES Vacs, 
D’ELEMENTS MULTILINEAIRES 


13. — Éléments S considérés. — Dans l’espace euclidien E, à 
N >n dimensions, on considérera des éléments, que nous appel- 
lerons multilinéaires, formés d'un élément linéaire L—(M, A) et 
d'un n-plan P contenant L. Un tel élément sera représenté par 


S—(L, P)=(M, 4, P) ou encore (Me, e,) : e, étant un vecteur de 
A, et e, e; n vecteurs indépendants de P. 


Inversement une notation telle que P(S) désignera le n-plan 
support de |’élément S. 


14. — Variétés V,,_, à 2n — 1 dimensions d’éléments S de Ea 
— Quand S—(M, 4, P) décrit une telle variété, son centre M(S) 
décrit une variété ponctuelle V,(M) et l'élément linéaire 
L(S)=(M, A) décrit une variété V,(L). Les nombres y. et > de 
dimensions de ces variétés sont  2n — 1. Nous ne considérerons 
que des V,,_, telles que À—2n — 1. | 

La variété V,,_, est différentielle (resp. p fois, analytique) a l’on 
peut trouver dans P(S) n vecteurs unitaires rectangulaires e;, avec 
é, sur A(S) tels que les coordonnées de M et les composants des e; par 
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rapport à un repère fixe de Ey soient des fonctions différentielles 
(resp. p fois, analytiques) de 2n — 1 variables u —(u, ... Hors): 


15. — Composantes relatives d’ordre o d’une dass différen- 
tielle. — A tout S(u)eV,,_, on associera un repère rectangulaire 
Ry = (Mie) de E, (n<a<N) tel que S—(Me,e,) et que les 
ep e. soient différentiables. Ces repères constituent une famille 
d'ordre o de repères de V,,_,, et leurs composantes relatives LE 
un système de composantes d'ordre o (*). Deux systèmes de compo- 
santes d'ordre o se déduisent l’un de l’autre par des rotations évi- 
dentes. 

On appellera R,(u) le repère (Me,), et R,(u-+du) le repère 
(M+dM, e, + de,). 


16. — Connexion {,_, induite sur V,,_,. — Considérons la 
carte suivante de V,,_, sur E, : la carte infinitésimale (S) représente 
tout S’ voisin de S par la projection orthogonale sur P(S) de l’élé- 
ment linéaire L(S’); pour la V,,_, générique y(S) est biunivoque ; le 
raccordement [dans la construction de la carte le long d’une V (S)] 
se fait en projetant orthogonalement (S’) sur P(S). Cette « carte 
intrinsèque » de V,,_, sur E, définit, conformément à un principe 
général (’) de réalisation des espaces de Cartan, la connexion d’élé- 
ments linéaires £,,_, induite sur V,,_, par Ey. 

Ces considérations conduisent à la définition analytique sui- 
vante : 


Dérinrrion. — Soient { w} les composantes, rapportées à R,(u), du 
déplacement infinitésimal de E, qui amène R,(u) sur R,(u-+ du), les 
R, étant les repères définis au n° 15. La connexion %,,_, induite sur 
Vin, ou réalisée par V,,_,, est la connexion de composcntes fw} (cf. 
n° 7). 

Cette définition implique que V,,_, ne réalise une 4, , que si 
jo} vérifie (6; 1), et n’est cohérente que si {,,_, est indépendante 
de la famille de repères d’ordre © choisie sur Vin—; ce que nous 
allons vérifier. 


(5) Cf. E. Cartan, La méthode du repère mobile... (loc. cit., n° 5), pp. 38-4o. 
(7) Cf. O. Galvani, Sur la réalisation des espaces ponctuels à torsion en géométrie 
euclidienne (Ann. Be. Norm. Sup., t. 62, 1945, p. 6). 


PA Re ew. © 


} 
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17. — Composantes to | de la connexion induite. — Dans Ey : 
M + dM = M + 5; + me, (LM, 
e + de; = e; + aye; + BixCes nee = N. 


et, les e, étant orthogonaux a P(u): 
Hit) Wj = 3:3 Oy wy. 


Les {w} définissent donc une Lin, Si les ci, a, (des Ry; in) 
sont indépendantes. Les V,,_, correspondantes seront dites ordi- 
naires. Elles sont caractérisées par la propriété suivante : les V,(L) 
sont à 2n — 1 dimensions et aucune V,(L) c V,,_,(L) n’est en L(S) 
orthogonale à P(S) tout le long de A(S). 


Deux familles de Ry d'ordre o fournissent la même % » car les 


2n— 
rotations des e n'altèrent pas les 5; ay et les rotations des e; 
(2<it<n) les changent en un système équivalent (cf. n° 7). La 
définition du n° 16 est légitimée. 

On appellera composantes internes d'ordre o de V,,_, les & d’in- 
dices <n. Les résultats précédents peuvent s’énoncer comme suit : 


réalise une 4. il faut 


an—4? 


Théorémes. — 1. — Pour qu'une V 
et suffit qu'elle soit ordinaire. 


2n— 1 


Il. — Les composantes de la À, 
internes d'ordre o de V 


_, induile sont les composantes 


2n—1° 


18. — Variétés V,,_, réalisant des espaces semi-ponctuels. — 


Elles sont telles que le système : 
(8; 1) mi —=0 i<n 


soit complètement intégrable. Par tout SeV,,_, passe alors une 
variété W,_, vérifiant (8; 1). Les M(S) correspondant à SeW,,_, 
décrivent une W., (M) à v’ — n — 1 dimensions. V (M) est engendrée 
par les W,(M). En tout M(S), P(S) est d’après (8; 1) totalement 
perpendiculaire à W,(M). Le cas u! =o peut être regardé comme 
un cas particulier de l’orthogonalité. On pourrait ainsi caractériser 
géométriquement les V,,_, à 4,,_, semi-ponctuelle. | 

Les W,(M) sont les images des points (centres de faisceaux) de 
l'espace réalisé. wes é 

Une classe remarquable de V,,_, est celle qu'on obtient à partir 
d'une V, ponctuelle de Ey, en associant à tout MeV, un n-plan P, et 
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en prenant S=(M, A, P), avec A variable dans P. La connexion 
£,_, induite est semi-ponctuelle. Les composantes relatives de ces 
V,n_,(S) vérifient les (n + 1)(N — n) équations (nécessaires et suffi- 
santes) : 


(1823 \en [onu 


nse = N, TER, 
1077) laut, ah aes = i; 


Une classe plus étendue est celle des V,,_, qui vérifient seulement 
(18; 1), et qui seront dites semi-ponctuelles. Alors : 


/ 
u =O, uU==n 


et les images des points de l’espace réalisé sont des points d'une 
variété V, ponctuelle de Ey. V,,_,(L) est une famille à n paramètres 
de cônes à (n— 1) dimensions, et V,,_,(S) s'obtient en associant à 


tout LeV,,_,(L) un n-plan P passant par L. 
IV. — REALISATION DES ¢,,_, 
1g. — On se propose maintenant de montrer que, étant donnée 
une £,,_,, il existe des V,,_, qui la réalisent, du moins localement. 


La connexion 4,,_, est donnée par ses composantes relatives 
w{u), w;(u). D'après (17; 1) on est amené à chercher dans Ey une 
famille de repères Ry fonctions des u dont les composantes relatives 
soient w;w;;(*). 

Les repères rectangulaires de Ey dépendent de NN +1) para- 

2 
mètres z,, analytiquement si le paramétrage est convenablement 
choisi. Leurs composantes relatives sont des formes de Pfaff analy- 
tiques déterminées de z, soient a,(z), a,(z), s, £< N. Le problème 
se ramène donc à l'existence de fonctions z des u vérifiant le sys- 
tème différentiel (2) : 


oz) — w{u) 
À wy(z) = oy) 


Toute solution du système = aux fonctions inconnues z des 
variables indépendantes u définit une réalisation de la £,,_, donnée. 


gt hg ee 


(8) L’indépendance des w;, w,; assure alors celle des w,, mi et (17; 1) est suffisante ; la 
Vin—, est ordinaire. 


PRS, 
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Remarquons que seuls interviennent les z qui fixent l'origine et 


les n premiers vecteurs e; de Ry (cf. SDE, p. 129). On aura donc 


p= MEY) Nm 1) 


fonctions inconnues. 


20. — Quand la £,_, donnée est analytique, © est analytique, 
et la théorie des systèmes en involution conduit au 


Tutortme. — Toute {,,_, analytique est réalisable dans l'espace 
euclidien à N—2n° —n dimensions, au voisinage de chacun de ses 
éléments générateurs. La solution générale dépend de n(n* — 1) fonc- 
tions arbitraires de an — 1 arguments. 


DÉMONSTRATION. — Compte tenu des équations de structure de 
Ey, la fermeture de = conduit au système : 
(go; n(n+1), : 
b> = Ts = = n(n+ 1) équations 
= Bij — Wij 2 
¥ ]— Q, n(n+1), 5 
= [mai] : RUE. = eme 
DajOoi | = Q, 2 


Nous allons montrer que > est en involution en appliquant le cri- 
tére suffisant (K) suivant : 


21. — Critère (K) d’involution. — Pour qu'un système diffé- 
rentiel fermé composé de p, équations linéaires et de p, équations 
quadratiques aux fonctions inconnues z de v variables indépendantes 
u soit en involution, il suffit qu'il existe, dans un élément intégral 
I, à v dimensions n’introduisant aucune relation entre les du, une 
chaîne d’éléments linéaires I,, o< qg<v—1, à q dimensions : 


PORTE 
dont les caractères réduits o (cf. SDE, p. go) vérifient 


> iP, pour 1S pe v—t. 


—1 c i; 


22. — Démonstration de (K). — Soient s, et Sp les rangs des 
systèmes polaires réduit et non réduit (S,) et (S,) de "élément inté- 
gral générique à p dimensions ; posons : 


De 1) CE +4) —=p, + PP, pour pÉvY—1. 
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De par la formation de (S,): 


(22; 2) Sp < Pi + PP 
D'autre part 
(22: 3) Es eb Es 


Donc d’après (22 ; 1,2, 3): 
tao) s,s, pour pÉv—1 


et (S,) n'introduit pour p< ¥— 1 aucune relation entre les du, le 
système donné est en involution (cf. SDE, p. 89). 


23. — Application de (K) au système ©. — On va montrer qu'il 
existe un point intégral I, et » éléments linéaires intégraux «, tels 
que les éléments I, =(I,,¢,, ..., e,) soient intégraux pour pÆ» et 
vérifient le critère. 

Les éléments €, et tout élément linéaire inconnu zx seront définis 


: psa == ah), oyi(h) = air), mi(h), Stay 
ICO c(h), ai(h) = oh), = ai, 
“jo. She Pewee ah 


3,(2)U,, Xj So, —2,u,, 


> 
les u, désignant N — n vecteurs orthogonaux d’un espace euclidien 
auxiliaire E,. 


24. — Le système polaire (c,) de I, s'écrit alors : 

(24: 1) (1)  a(x)=0 

(24; 2) (a) + -o,(z)=0 mod. du. 
(a4; 3) (74 (3) wa(h)—xa(hy=o hep 
(24: 4) (4) wa(h)—aa(h)=o (i<n 


Les équations (1), (2) laissent les du arbitraires et déterminent 
az), ay). 

Les équations (3), (4) donnent les projections de a sur les a(h) 
et les ah) où j <i, en fonction des du, de x et des produits sca- 
laires æ,a ah) où aj > t. Pour que (9,) soit compatible, il suffit que les 
vecteurs a(h), ah) où J <n— 1 soient indépendants, On prendra 


Bei i cr, 
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alors arbitrairement les du, le vecteur xz, et les à, z,a(h) où 
LME R— 2; d'où les x; œ,a(h) et les a; 2)a,(h). Ona alors les projec- 
tions des iy où i<n—t, surles a(h), a Ne An (A). 

Soient a,(h,) les a,(h) qui forment avec les a(h), ah) ou 
Den — 1, un système # de vecteurs indépendants, et a a,(h,) les 
a a,(h) qui sont des combinaisons linéaires des vecteurs de 8. On 
prendra arbitrairement les z,a,(h,) et on en déduira les 2,0,(h,) (par 
combinaisons linéaires). On a alors les za (h) d'où les x,a,(h), et 
finalement les az, ont des projections déterminées sur tous les a indé- 


: ; . > 
pendants compatibles avec leurs projections sur les autres a. 
Si le nombre de dimensions q de l’espace auxiliaire E, est suffi- 


sant, on pourra prendre x et les a, où i<n—1 indépendants 
entre eux et indépendants des a(h), ah) ou ix n—1: l'élément 
intégral (I,, x) est alors un élément I,.,, dont le (c,,,) est compa- 
tible avec des du arbitraires. Pour p< 2n — 2, il suffit que le nombre 
q de dimensions de E, soit : 


g=N—n=(2n—a2)n. 
On aalors une chaine 


lec ee | 


yn—{ 
telle que I,,_, n'introduit aucune relation entre les du. 

De plus les équations (24; 3, 4) réduites sont alors résolubles 
par rapport a x; a(h) et 2a, h) où j <i, et comme ces vecteurs a 
sont indépendants, les équations (24; 3, 4) sont indépendantes, et 
par suite de rang p—— er eee ; d’autre part, elles ne contiennent ni 

2 


wi, ni wy et le système réduit (5,) considéré comme système linéaire 
par rapport aux a est de rang 


= (pp ayn 


Ps + PP: 


Les © étant, en dz, des formes indépendantes, le système (5,) est 
par rapport aux dz de rang p,-+pe,. Les conditions (K) sont donc 
vérifiées (5, —p,; 5 —p,) et 2 est en involution. 
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25. — Degré d’arbitraire de la solution générale. — D'après 
(22; 4) ona sel je! Li 
et EEE A 
et l'on sait d'autre part (SDE, p. 74) que la solution générale dépend 
de 
H—f—s 


2n— 2 


fonctions arbitraires des 2n — 1 arguments u, Ë étant le nombre des 
fonctions inconnues. Ici : 


N—on —n 
=D + nn — 1) +1) 
$3 tee eee 
d'où . 
H = n(n* — 1). 


V. — RÉALISATIONS DES 4, 
PAR DES V,,_ 


m_ SEMI-PONCTUELLES 
SEMI-PONCTUELLES 


26. — Systéme différentiel correspondant a ces réalisations. — 
C’est le système 

(26 ; 1) (1) Bi — V; 

(26 ; 2) (2) ay=ey 

(26; 3) (2) {(8) [ou] = Q, 

(26 ; 4) (4) [wast] = Qy 

(26 ; 5) (5) [a.0,, ... w,]—0 


obtenu en adjoignant à © la condition (18; 1) pour que V,,_, soit 
semi-ponctuelle, et en y remplaçant les 5; par les w; auxquels ils 
sont égaux d'après (5, 1), d'où (5). 


Ce système , est fermé. En effet, la connexion de composantes 
{w} étant semi-ponctuelle 


(26; 6) deo, = [Wyo] + Py,{oj04] + Qu] [Rx 0, cf. 
(9; 2)]. 
Soit 
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les relations (26 ; 6) donnent : 
db — — [Yo] avec Fe OO. 
Les (26 ; 5) s’écrivent : 
(26; 7) [s.&] =o ta ae WN. 
et leurs équations de fermeture sont 
[do, P|] — [Vo 6] =[5,,0,0] + [o,,0,P] —[VWo,P] =o n< ben 
et sont conséquences de (26; 1 et 7) et de [wf] =o, qui est évidente. 
27. — Nous allons montrer que, pour N assez grand, %, est en 


involution, si du moins il est analytique, ce qui établira le théorème 
suivant : 


Tutorime. — Toute £,,_, semi-ponctuelle analytique est réalisable 
localement dans l’espace euclidien à N= 2(n*—n-+1) dimensions, 
par des variétés V,,_, semi-ponctuelles. La solution générale dépend 
de n(n — 1) fonctions arbitraires de 2n — 1 arguments. 


28. — Démonstration de involution de Z,. — Nous cherche- 
rons une chaine 
(C) I, ci ce... A RER 


d'éléments intégraux I, de 2, à q dimensions telle que L,,_, n'intro- 
duise aucune relation entre les du. Soit 


JE A ig enema ee 
le rang du système polaire réduit de I, ; posons 
P—(on—1)s,+(2n—2)6, ++ 


Le système EX, définit d'autre part un système d'équations entre 
les paramètres ¢,, des équations 


ore he, AL af Si] 


des éléments intégraux à 2n —1 dimensions qui n'introduisent pas 
de relations entre les du. Soit X le nombre des équations indépen- 
dantes de ce système aux ¢,,. Pour que E, soit en involution, il suffit 
qu’on ait démontré pour une chaîne particulière (G) la relation 


X£ZP. 
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C’est en effet la condition suffisante (SDE, p. 96), compte tenu 
de l'indépendance des w et des a. 


29, — Recherche de la chaine (C). — On cherchera les 
I, =(I,¢, -.. €)) contenant des &, de la forme : 


13; = Op; wi Jui l—=n+ i— I 
‘a(h)—o(h)u.,  a(h)=o,(h)a, 


les u, étant g = N — n vecteurs rectangulaires d'un E, auxiliaire. 

Il est clair qu’alors L,_, n’introduit aucune relation entre les du. 

Les Q sont des formes quadratiques des w;, w,; ; la forme bilinéaire 
associée à Q est connue pour deux ¢,. €, quelconques, et sera désignée 
par Q(h, k). 

En particulier, d’après (9 ; 2) 


(20° 1) fr A6 pour h>n et k>n. 


30. — Détermination de (C). — Les ¢, se détermineront par 


p 
> > 
récurrence. Pour plus de clarté, on remplacera a( p + 1) par x dans 


la recherche de ,, ,. 


1° Les calculs du n° 24 donnent les «, jusqu’à p —n, si toutefois 
q est assez grand pour que les a(h) et les a(h) où hetisont Zn— 1 
soient indépendants. 

2° Pour p > n, soit p —p—n; (26; 5) donne: 

(30; 1) æ—0o donc (30 ; 2) an+p)=0o. 

3° Les (26; 3) donnent: 

(30 ; 3) a, a(h) —=Q{h, p+ 1) (car —_ o). 

Les (30 ; 3) où À > n sont vérifiées identiquement d’après (29 ; 1) 
et (30 ; 2). 

4° Les (26 ; 4) donnent 

(80; 4) œa(k)—mafh) —Q{k pt)  kEp. 

Les raisonnements du n° 24 s'appliquent à (30 ; 3, 4) et conduisent 
à prendre q assez grand pour que les a(h) et a(k) oùhE ni n—1, 
k< an — 2 puissent être indépendants : cela donne 


q—=n—+a{(n— 1}. 


” VER 
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5° Puisque q > n°, on peut prendre (au 1°) les a(h) et les ah) 
indépendants pour i n— 1, h<n. 


Alors, I, p'_, étant supposé connu et tel que ses a(h), a(k) soient 


indépendants pour 1 n—1, les équations (30 ; 3, 4) sont compa- 
tibles si n+ p’— 1 < 2n— 2, et permettent, si n+ p’— 1 << 2n—3, 
de prendre pour i<n—1 les a; indépendants entre eux et indé- 


pendants des a(h), ak). D'où par récurrence la chaîne (C) cher- 
chée, dont nous allons montrer qu’elle vérifie 


Xe P: 
31. — Calcul de P. — Le calcul du n° 24 montre que 
= pour pPÉR— 1. 


Pour p — n, les équations réduites tirées des È sont encore toutes 
indépendantes, puisque les vecteurs a(h), ah) sont indépendants 
pour i<n—1,h<n. D'autre part, elles ne contiennent pas x, et 
les équations réduites tirées de (26; 5) sont 

w,(æ) — 0, 
donc de rang q. Il en résulte que 
= mae as 


UE 


on 


Pour p >n, toutes les équations réduites (3’, 4’) tirées de 
(30; 3, 4) sont indépendantes, mais les (3) sont les mêmes quel 
que soit p, de sorte que 

Fo ER 2 ne 


Finalement : 


p— tat fe ead aaa eee a= 2) 


39. — Calcul de X. — Soit X;, i 5 les nombres de relations 
indépendantes en f,, tirées des équations (26 : Ale 
X,=n(2n— 1) 
rente Won 1) 


Xj (ri age 
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Les relations tirées de (Z,, 3) s’obtiennent par identification en | 
low,] et en [ojw,;], puisqu’aucun des 2 membres n'a de termes en, 


[o,iw,,] ; donc : 
A [0 un — ufr. 
Enfin, les (26; 4) ayant des termes en [os], [oiw,;], [oo]: 
ne n(n— 1) ish ee ee 
aS + n(n Sha eyes pecans Teel aan 


On trouve ainsi: 


n'(n+ 1)(2n— 1) n(n— 1)(n— 2) 
<< a" pe Me eee 
X<— IX, <— à + (n — 1) Ss 

Le dernier membre est précisément P, donc X < P c.q.f.d. 
33. — Degré d’arbitraire. — La solution générale dépend de 


He hae 


fonctions arbitraires de 2n — 1 arguments. Ona: 
n(n + 1 

Go +5, + + 5,,_, —=(2n — sut 

Pie n(n+ 1) 


; —~-+ q(n-+ 1). 


+q—n(n— 2) 


et 


D'où H=n(q—n’?+n—1) soit H=—n(n— 1}. 


VI. — RÉALISATION DES ESPACES 
D'ÉLÉMENTS LINÉAIRES A CONNEXION EUCLIDIENNE 


34. — Soit un L,,_, défini (cf. n° 12) par les fonctions g,{x, x’) 
et les formes différentielles w/(x, x, dx, dx’) qui donnent dans 
(12; 1) et (12; 2) la longueur d’un vecteur X d'éléments d'appui 
(x, x) et sa différentielle absolue. Les formes gx, x’)X'X/ sont 
supposées définies positives. ; 

Si les gj et les w/ sont analytiques on en déduit (n° 12) un système 


{w} analytique de composantes de L,,_,, et d'après les théorèmes 
des n° 20 et 27, des réalisations locales de L,,_.. 


Rés, | 


tee re: AH 


} 
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35. — Réalisations générales, c’est-à-dire celles du n° 20. Une 
telle réalisation Vire compose (cf. n™ 14 et 18) d’une variété 
V,,—,(L) d'éléments linéaires L — (M, A) de Ey, à tout L de laquelle 
est attaché un n-plan P(L) passant par L. 

A toute courbe T de L,,_, [lieu d'éléments linéaires tangents à 
æ—x(t)], correspond une Hi en SL), qui sera dite l’image 
de l. Les images des l sont des V,(L) particulières, caractérisées 
par le fait que la tangente en M au lieu V(M) des centres des 


Le V,(L) se projette orthogonalement suivant A(L) sur P(L), comme 
le montrent les relations 


mi 0, de Len, 


La longueur de I est donc le travail le long de l'*(M) du vecteur 
unitaire de A(L). En résumé: 


Tuéorème. — Tout L,,_, analytique est localement réalisable dans 
l’espace euclidien Ex à N==2n*—n dimensions par des variétés 
V,,_, ; la longueur d'une courbe de L,,_, est, sur son image, le travail 


du vecteur unitaire du support A le long de la trajectoire du centre M. 


36. — Réalisations semi-ponctuelles. — D'après le n° 27, L,,_, 
admet des réalisations semi-ponctuelles V,,_,. A (x, x’) correspond 
SeV,,_,, et A(S) est la projection orthogonale sur P(S) de la 
direction dM définie par dr = x'dl. 

On peut donc définir une variété réalisante V,,_, par une variété 
ponctuelle V,(M) à tout élément linéaire (M, dM) de laquelle est 
attaché un n-plan P(M, dM); soit A(M, dM) la projection orthogo- 
nale de la direction dM sur P(M, dM): V,,_, est engendrée par les 
éléments S—[M, A(M, dM), P(M, dM)]. 

A tout (x, x) de L,,_, correspond un voisinage 


w(x, 2’) = w(x) >< w(x’) 
dont l’image est une V,,_,; soit W le lieu des (M, dM) des 
SeV,,_,- Toute V,(M, dM) € W où dM est tangent à V,(M) est lieu 
des centres de l’image d’une I’ cw. La longueur de l'image de I’ 
est le travail du vecteur unitaire e, de A(M, dM) le long de V,(M). 
En résumé : 


1 


Tuéorème. — Tout L,,_, analytique est localement réalisable dans 
l'espace euclidien à N= 2(n*—n- 1) dimensions par des variétés 
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semi-ponctuelles Vh_,; chacune de ces V,,_, est définie par une 
variété ponctuelle V,(M) à chaque élément linéaire (M, dM) de laquelle 
est attaché un n-plan P(M, dM); V,,_, est le lieu de 


S—[M, A(M, dM), P(M, dM)| 


où A est la projection orthogonale de dM sur P ; la longueur d'une 


courbe de L,,_, est le travail, le long de son image, du vecteur unilaire 
de A(M, dM). 
VII. — RÉALISATION DES ESPACES DE FINSLER 


37. — Soit F,—F,(£) l’espace de Finsler à n dimensions défini 
par la distance élémentaire 


ds =a, dx) 


oùx—(x,, ...,), et où La, x’) désigne une fonction : (37 ; 1) posi- 
tivement homogène du premier degré par rapport aux x;, (37; 2) 
conduisant à un problème régulier du calcul des variations, 
(37; 3) admettant des dérivées partielles continues du troisième 
ordre. 

La connexion de Cartan de F, est définie par des conventions de 
nature intrinsèque qui déterminent les g;(x, x’) et les w{x, x’, dx, 
dx’) attachés (cf. n° 12) à l’espace des éléments linéaires (x, x’). Voir 
à ce sujet E. Cartan, Les espaces de Finsler (loc. cit., n° 12), pp. 1- 
17. Cet ouvrage sera désigné par la suite par EF. 

En particulier : 


CL dat le (EE. D 


2 dada} 
et (37; 1, 2. 4) entraînent 
gyX X > o quel que soit X AR 


par suite (cf. n° 12) la connexion de Cartan admet des composantes 
{w{ — définies à des rotalions près autour de e,. 
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38. — Relations entre les }o{ d’un F,(°). — Les conventions 


A, B, C, D, E de Cartan (EF, p. 10) entrainent (pour les fw} du 


n° 11), les relations suivantes : 


(38; 1) à == day 
(38: 2) ome 

(38 ; 3) Q;—T;;{0,0,4]. 
(38 ; 4) Ti = Ty. 


La première traduit les conventions A et B; E conduit à (38 ; 3), 
c'est-à-dire P,== 0 dans (9; 1); C donne (38; 4), puis D (38; 2). 

On peut voir que les (38; 1 à 4) suffisent pour que fw} définisse 
la connexion de Cartan de F,({). 

A toute courbe de F, nous associerons le lieu I’ de ses éléments 
linéaires tangents. La longueur d’un arc de F, est : 


(38; 5) i= fo 


Une V,,_, quelconque ne réalise pas un F, : il faut pour cela que 
ses {5} vérifient certaines relations correspondant aux (38; 2 à 4), 
et dont nous n’expliciterons que celle qui se déduit de (38; 2) à 
savoir : 


(38 ; 6) Pak 0. 


39. — Réalisation des espaces de Finsler analytiques. — Si 
L(x, x’) vérifie (37; 1, 2) et de plus est analytique par rapport aux 
æ, t;, la connexion de Cartan admet (cf. n® 37 et 12) des compo- 
santes fw } analytiques, c'est un L,,_, vérifiant les conditions des 
théorèmes des n° 20, 27 et 35, 36: 


Tuéorème. — Tout F, analytique est réalisable dans les conditions 
des théorèmes des n° 35 et 36. 


(9) Les { w | s’introduiraient directement à partir de x, dx). La géométrie de Finsler 
est en effet l’étude des invariants de ®(x, dx) par rapport aux changements de coordon- 


nées ; donc l’étude des conditions d'équivalence de (x, dx) et de x, dz) par rapport à un 
groupe infini de transformations ponctuelles. Cf. E. Cartan, Sur un problème d’équiva- 
lence et la théorie des espaces métriques généralisés (Mathematica, t. 4, 1930, pp. 114- 


136), où les { w} sont obtenus, dans le cas n = 2, par application des théories d’équiva- 


lence. 
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Nous allons maintenant étudier une autre forme de réalisation, 
applicable à une classe de L,,_, qui comprend les F,. Nous raison- 
nerons sur les F,. 


ho. — Réalisations géodésiques. — On appellera ainsi les réali- 
sations de F, telles que l'image d'une géodésique y de F, soit formée 
d'éléments S —(M, A, P) dont le centre décrit une géodésique de 
V,(M) (cf. n° 14) tangente en chacun de ses points M(S) à A(S). 

Cela impose en particulier à A de se trouver dans le y-plan 


P,(M) tangent en M à V,(M). 

41. — Tuéortme. — Pour qu’une réalisation de composantes 
{a} soit géodésique, il faut et suffit que 

(41 ; 1) mo ce Basse Ds | =D: 


La condition est nécessaire, car les géodésiques de F, sont les 
courbes 
w; = 0,;=0, 2 t= fi, 


leurs images vérifient donc 

(41; 2) wists. D'ÉTÉ 
et si le lieu l de M(S) est tangent à A(S): 

(41; 3) G, —=0, nR=a<N, 


Donc si la réalisation est géodésique (41 ; 2) entraîne (41; 3), 
donc fo} vérifie (41; 1). 

La condition est suffisante : d'après (41 ; 1) et (41 ; 2) l'est tangent 
à A(M). Le fait que l'est une géodésique de V,(M) va résulter du 


Lemme. — Si p est le rang des &,, n< a<N, on peut prendre 
les repères Ry tels que seules les p premières &, soient 40; ces p 
formes 5, sont indépendantes. 

En effet, soit a, p formes 5, indépendantes, 5,— a,,0, les autres : 


(41; 4) DE, = 0, €, + ae.) 


> > : 
Les vecteurs e, + ae, forment un p-plan dans lequel on prendra 
p vecteurs e*, et 


(41; 5) me, = oe. 


h 
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* e £ Q . . De 
Les a sont indépendants, sinon il y aurait du tel que ote? — 0, et 
mn — O et 


(41:6) dM=we,+c%e le nombre des « étant P: 


Coxséquences. — Soient {5} les composantes de 


R'— (Meret), n+p<ueN 
déduit de R par rotation des 2 Les 5, sont nuls. 
L'hyperplan P,(M) tangent à V (M) est contenu dans 


P’—(Mee*), in  n<a€n+p: 


d'après (38 ; 6) ({a,2a2] —0) et l'indépendance des 5*, l vérifiant 
3.0 vérifie aussi 5,4: —0, donc [cf. (41; 2)] 5; —w;—0 et la 
projection de de, sur P’ est nulle; donc aussi la projection de de, 


sur P,(M) cP’, et l est une géodésique de V,(M). 


42. — Propriétés des réalisations géodésiques. — A un point Q 
de F, correspond la variété g—V,_, de V,(M), définie par a, —0, 
in: q est orthogonal ae, donc a I’: les l sont des trajectoires 
orthogonales des images des points à F,. La distance de 2 points Q,, 
Q, de F, est une valeur stationnaire de la longueur des arcs de 
courbes qui joignent q, à q,. 

Toute géodésique de V(M) n'est évidemment pas une image de 
géodésique de F, : il faut et suffit pour cela qu'elle soit tangente en 
chacun de ses points à A. Car de — 0 donne 5; —5,—0; 
wi 0, 2< i<n donne 5, —0. 


43. — Existence des réalisations géodésiques. — La démons- © 
tration de théorème du n° 20 est à peine modifiée : ajouter a © les 
q équations supplémentaires : 


(43; 1) [ow, «++ On, +++ yn] =O, na we NN, 


Le systéme obtenu est fermé. | 
Les a, d’un élément linéaire en involution avec I, restent arbi- 
traires pour p< 2n — 3. Pour p—2n— >, ils sont complètement 


146 O. GALVANI 


déterminés par le choix de ww, vw, et les q équations indépen- 
dantes : 


Ba Wo see Win 
.(1) AGS ieee atl AB En bee 


m(2n—2) a(2n—2) ... wn2r — 2) 
Les o,; sont ensuite déterminés comme au n° 24, par 


(an — 2)n(n+ 1) 


équations indépendantes. Le système est encore en involution par 
g—2n —n). Pour le degré d’arbitraire (cf. n° 25), s,,_, est aug- 
menté de g et K = n(n — 1)’. Conclusion : 

Tutortme. — Tout F, analytique admet des réalisations géodé- 
siques (locales) dans l’espace à N—2n —n dimensions. La solution 
générale dépend de n(n— 1) fonctions arbitraires de l'élément linéaire 


de F,. 


4h. — Ce théorème ne s'applique pas seulement aux F, : le n° 41 
s'applique à tout L,,_, pour lequel Q, =o. 
_ On ne peut en général imposer aux réalisations de cumuler les 
deux propriétés des théorèmes n°” 27 et 43 : on aurait alors 


[aio, ere Bal eps 


et on en déduirait que l'espace F, réalisé vérifie T,;,—= 0 et par suite 
se réduit à un espace de Riemann. La signification géométrique de la 
connexion induite rend d'ailleurs ce fait évident. J’indiquerai dans 
un prochain article les propriétés particulières (‘°) des réalisations 
dans le cas n= 2. On peut alors réaliser F par des variétés plongées 
dans un espace de Riemann à 3 dimensions ; la démonstration fait 
intervenir un prolongement du système différentiel qui donne les 
variétés réalisantes. Il est possible qu'un prolongement analogue 
permette d'étendre ce résultat à n quelconque. 


(49) Cf. O. Galvani, C. R. Acad Sc., 1946, t. 222, pp. 1200-1202 ett. 223, pp. 1088 
1090. 


(Parvenu aux Annales en avril 1951.) 


SUR LES VARIETES ALGEBROIDES 
par Pierre SAMUEL (Clermont-Ferrand). 


Une variété algébroide est, par définition, associée à un idéal 
premier d'un anneau de séries formelles sur un corps; pour les 
définitions détaillées des diverses notions utilisées ici, nous ren- 
voyons au mémoire de C. Chevalley [2]. Les problèmes traités ici 
sont du type suivant : montrer que, dans certaines conditions, une 
variété algébroide est algébrique, c’est-à-dire que son idéal est 
engendré par des polynomes. Un important problème de ce genre a 
été récemment résolu par W. L. Chow [3], qui a montré que toute 
variété analytique compacte de l'espace projectif complexe est une 
variété algébrique. Nous ne traiterons pas ici de questions globales 
de ce genre, et nous nous bornerons à des problèmes locaux, ce qui 
nous permettra d'opérer de façon purement algébrique sur un corps 
de caractéristique quelconque. Pour des raisons de commodité, 
nous nous placerons sur un « domaine universel » (cf. [8] algébri-' 
quement clos et de degré de transcendance infini non dénombrable 
sur son corps premier. 


§ 1. — Variétés algébroides à sections algébriques. 


Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant : 


Taéorème 1. — Soit V une variété algébroide de dimension d > 2 
d’un espace E" de dimension n ; si, pour tout hyperplan H passant par 
l'origine, l'intersection de V et H est algébrique, alors V elle-même est 
variété algébrique. 

Nous nous ramènerons d’abord au cas où V est une hypersurface, 
c’est-à-dire où d—n—1, en remarquant que V est entièrement 
déterminée par ses projections sur les sous-espaces vectoriels de 
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dimension d+ 1 de E", et que, si toute section hyperplane de V est 
algébrique, il en est de même de toute section hyperplane d'une 
projection de V. Nous supposerons donc que V est une hypersurface, 
c'est-à-dire que son idéal est engendré par une série formelle 


FOX SANS 


Lemme. — Soient V une hypersurface algébroïde, et & un faisceau 
d’hyperplans dont la base n'appartient pas à V; si, pour tout H Vinter- 
section de V et H est algébrique, V est une nappe d'une variété algé- 
brique. 

Soit, par exemple, X, — ¢X,—=o l'équation générale du faisceau 
%. Prenons pour ¢ un élément du domaine universel qui soit trans- 
cendant sur un corps de définition K de l'idéal (F) de V ; ceci est 
possible puisque le domaine universel Q est de degré de transcen- 
dance non dénombrable sur son corps premier; Alors, par hypo- 


thèse, il existe une série formelle inversible G(X,, ... X,), à coeffi- 
cients dans Q, et telle que F(¢X,, X,, ..., X,)G(X,, ... X,) soit 
un polynome en X,, ..., X,, de degré N par exemple. Comme les 


conditions que doivent remplir les coefficients de G pour que 
F(éX,, X,, ..., X,)G soit un polynome de degré < N sont linéaires, 
il existe une série formelle inversible G, à coefficients dans K(f) et 
répondant à la question. Alors, T étant une indéterminée, on a 
l'identité 


Tip Cpe DS ME Ee GION e EEN 


ou les coefficients de la série formelle G et du polynome P sont des 
fractions rationnelles en T; par multiplication membre à membre, 
on peut supposer que les coefficients de P sont des polynomes en T. 

Développons alors chacun des coefficients de G en série formelle 
(à exposants éventuellement négatifs) par rapport à T. Nous allons 
montrer par l'absurde que les ordres de celles-ci sont bornés infé- 
rieurement. Pour cela posons F—/f;+f;,,+.. (où f; est une 
forme de degré jen X,, ..., X, à coefficients dans K), et 


G=g,+g, +... 


(où g; est une forme de degré i en X, ,..., X, à coefficients dans 
K(T)). Soit q un entier tel que q+-d > N, et tel qu'un monôme de 
degré q ait, dans G, un coefficient d'ordre — m strictement inférieur 
aux ordres de ceux de tous les monômes d'ordre < q de G, et infé- 
rieur à ceux des monômes de degré q. Nous supposerons, en chan- 
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geant les axes s’il le faut, que f, n’est pas multiple de X,. Du fait 
que FG est un polynome de degré N, on déduit que l'on a 


SATX,, = Salas X,,)9.(X,, ST X,) + fa à 19 + + fa. Jo 0: 


Par multiplication par T” et réduction des coefficients mod. T on 
obtient f, (O,X,, ..., X,)9,(X,, …, X,)==0, où 9, est la forme 
obtenue par réduction mod. T des coefficients de T'g,. Comme, par 
hypothèses, on a f,(O, X,. .... X,)40 et g, 40, on obtient une 


contradiction. 


Remarque. — Si le faisceau ¥ ne contient aucun hyperplan qui fasse 
partie du « cône des tangentes » f,(X4, ..., X,)=0o de V (et si on 
prend K algébriquement clos) le même raisonnement montre que les 
coefficients de G ont des ordres bornés inférieurement pour chaque 
valuation du corps de fractions rationnelles K(T). 


Par multiplication de G par une puissance convenable de T, on 
alors F(T OX). X)G (XX TYP Xs KT) où 
G, (resp. P,) est une série formelle (resp. un polynome) enX,, ..., X,, 
T à coefficients dans K. Considérons les développements 


F(X,, ..., X,)=u,(X,, ..., X,) + X,u,(X, ..., X,) + 
G(X,, ..., X,) =v,(X, ..., X,) + To,(X,, ..., X,) +... 


Soit m le degré de P, par rapport à T. On peut supposer. par mul- 
tiplication de P, et de G, par une puissance convenable de X,, que 
v, est multiple de X}; pour o<i<m. Nous allons montrer par 
récurrence qu'il en est est alors ainsi pour tout i. En écrivant que, 
pour i > m, le coefficient de T' dans P, est nul, ona 


vx + vu XXE +... + y,_,u,X,+ vu, =0. 


On déduit de ceci-que v,u, est multiple de X;, donc que »; est 
multiple de Xi, si u,—F(O, X,, ..., X,) n’est pas multiple de X,. 
Or cette dernière condition signifie que F n'est pas dans l'idéal 
engendré par X, et X,, c'est-à-dire que V ne contient pas la base du 
faisceau %, ce qu'on a supposé. On peut donc écrire 


er IX) EX 0 (Xe À eae 
| TN XX ciel 


ce qui, en substituant X, à TX,, montre qu'il existe une série 
formelle H(X,, ..., X,) à coefficients dans K, et telle que 


FX, a X,)H(X, 2 XP (Xe Kaw X[K): 
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D’après l’unique factorisation dans les anneaux de séries formelles, 
le dénominateur du second membre se simplifie, et le produit FH 


est un polynome en X,, ..., X,. Ceci démontre le lemme. 
Remarques. — 1. La condition que V ne contienne pas la base du 
faisceau * est essentielle, comme le montre l’exemple d’une courbe 
plane. 


2. Il peut arriver que, dans les conditions du lemme, V soit effecti- 
vement une nappe d'une variété algébrique, et non une variété algé- 
brique entière. Considérons, par exemple, le conoïde de Plücker 
C(X,(X3-+ X3)— X2X3 — 0); prenons pour V la nappe de Cen O qui 
contient X, — X, — 0, et pour & le faisceau X,— {X, = 0 qui a pour 
base la génératrice D de C contenue dans l’autre nappe; pour tout plan 
He, Hn C se compose de D et d’une conique passant par o dont l’élé- 
ment local en o est Vn C. 

3. Par hypothèse G(X:, .... X,)— Gi(X2, ..., Xn, T), considérée comme 
série formelle en X:, ..., X,, a un terme constant non nul r,(T). Nous 
avons vu d’autre part que, dans X/G,(X,;.X,, T) tout terme en T‘ a Xj 
en facteurs, et que l’on peut écrire G,(X., ..., X,, T)X4 = H(TX:, Xa, ..., 
X,) ; ainsi le degré d’un monôme est le même dans H et dans X,G, consi- 
dérée comme série formelle en X2, ..., X,. Par conséquent la forme de 
plus bas degré de H est X{r(T), où r est une polynome de degré < j, 
c'est-à-dire une forme de degré j en les seules variables X, et Xo. 


Nous allons maintenant déduire le th. 1 du lemme et de la 
remarque 3). Soit (F) l'idéal de l’hypersurface algébroïde V. Puisque 
V est de dimension > 2, l’espace ambiant est de dimension n> 3, 
et il existe des faisceaux linéaires dont la base n’est pas sur V. Le 
lemme montre alors qu'il existe des polynomes non nuls dans l'idéal 
de séries formelles (F), c'est-à-dire que (F) n K{X,, ..., X,] 4 (0). 
Or l'idéal (F) n K[X, ,... X,] est premier, et est de dimension supé- 
rieure à celle n—1 de (F)([{4]). Il est donc de dimension n— 1, et 
c'est un idéal premier minimal, donc un idéal principal (P), de 
K[X,, ,.., X,]. Ainsi toutes les séries formelles H telles que HF soit 
un polynome sont multiples d’une même série formelle H,. Avec 
un choix convenable des axes, la remarque 3) montre qu'il existe 
des séries formelles H,, H,, H, telles que HF soit un polynome 
pour i— 1, 2, 3, et que les formes de plus bas degrés de H, (resp. 
H,, H,) ne dépendent que de X, et X, (resp. X, et X,, X, et X,). 
Comme celles-ci sont multiples de la forme initiale de H,, cette 
dernière est nécessairement une constante, ce qui veut dire que F 
est associée à un polynome. CQFD. 


Remarques. — Nous n'avons pas utilisé le fait que toutes les sections 
hyperplanes de V sont algébriques, mais seulement celles de trois 
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faisceaux linéaires convenablement choisis. On peut même réduire ce 
nombre à deux pour n >4, en prenant les faisceaux X, — {X, — o et 
X; — tX, =o. En général suffisent des faisceaux linéaires dont les bases 
n’appartiennent pas à V et engendrent tout l’espace. 


Pour terminer ce §, nous allons étudier le problème suivant : 
étant donnée une hypersurface algébroïde (F(X, ..., X,)— 0) comment 
se répartissent les hyperplans H passant par o et dont l'intersection 
avec V est algébrique? Nous pouvons, sans apporter de restriction 
essentielle, supposer que l’équation de H est de la forme 


X, == a,X,+ + a,X,. 
L’hypothése signifie que la série formelle 
F(X,, …. X)—=F(a,X, +. + a,X,, X,, …, X,) 


est associée à un polynome, c'est-à-dire qu'il existe une série for- 
melle inversible G(X,, ..., X,) telle que FG soit un polynome. 
Soit f; (resp. g;) la forme de degré i de F (resp. G); soit 


FAX, LE) X,) =f(a,X,+ + + a,X,, X,, GC X,) 


celle de F. Pour que FG soit un polynome de degré <N, il faut et 
il suffit que l'on ait 9,f,t9,f,_, +--+ 9,f,=0 pour tout 
n > N. Pour N <n < N’ les équations obtenues constituent un sys- 
tème fini S(N, N’) d'équations linéaires en les coefficients de 9, ,.., Jn; 
les coefficients de celles-ci appartiennent à K[a,, ..., a,], K étant un 
corps de définition de F. Pour que S(N, N’) admette une solution 
telle que g,—1, il faut et il suffit que certains déterminants soient 
nuls, c'est-à-dire que (a) soit un zéro d’un idéal a(N, N’) de 
K[A,. ..., A;]- Posons a(N)=|_Ja(N, N’) (pour N fixe, les idéaux 
N'>N 

a(N, N’) forment d'ailleurs une aod croissante). Pour qu'il existe 
une série formelle G telle que FG soit un polynome, il faut évidem- 
ment que (a) soit un zéro de l’un des idéaux a(N) (ceux-ci forment 
évidemment une suite décroissante). | 

Montrons maintenant que cette condition nécessaire est aussi 
suffisante. Supposons que (a) soit zéro de l'idéal a(N). Pour tout 
N’ > N soit E(N’) l’ensemble des polynomes g, + 9, ++: + 9w ele 
g,=1 et que gfr +9 fn; + + gnfo = 0 pour N<n<N'; 
. l'ensemble E(N’) est évidemment une variété linéaire affine, non 
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vide par hypothése. Pour tout n nous noterons p, le projecteur de 
Q[X,, ..., X,] sur l'espace vectoriel des polynomes de degré <n: à 
un polynome, p, fait correspondre la somme de ses termes de 
degré <n. Il est clair que, pour N’ >N’, on a py(E(N”))c E(N’), 
et qué py(E(N")) n'est pas vide. Lorsque, N’ restant fixe, N° croît, 
il est clair que les py(E(N”)) forment une suite décroissante de 
variétés linéaires affines non vides contenues dans E(N’). Comme 
E(N’) est de dimension finie, les py(E(N")) ont une intersection 
non vide B(N’). Comme on a évidemment B(N’) = py(B(N")) pour 
N’ > N’ il existe une série formelle G telle que la somme des termes 
de degré  N’ de G soit élément de B(N’), ceci pour tout N’ >N. 
On a alors 9,f,+:::+-9,f,—0 pour tout n>N, et FG est un 
polynome de degré N. D'où le résultat suivant: 


Proposition. 1. — Étant donnée une hypersurface algébroide V, 
l’ensemble E des hyperplans H tels que VnH soit algébrique est 
réunion d'une famille finie ou dénombrable d'ensemble algébriques, 
tous normalement algébriques sur un corps de définition de V. 

En particulier, si Vn H est algébrique, il en est de même de 
V n H' pour toute spécialisation H’ de H sur un corps de définition 


de V. 


Remarque. — Il peut arriver que l'ensemble E ne soit pas un ensemble 
algébrique. Par exemple si V a pour équation Arcsin z = (y/x) Arcsin x, 
les plans de la forme y = ax qui ont avec V une intersection algébrique 
sont ceux pour lesquels a = y/x est un nombre rationnel. 


§ 2. Application au théorème de W. L. Chow. 


Nous allons maintenant voir que les résultats précédents per- 
mettent de simplifier quelques détails de la démonstration du 
théorème de W. L. Chow: « toute variété analytique compacte V 
de l’espace projectif complexe est algébrique » (l'idée générale en 
restant inchangée) ({3]). Par applications répétées du th. 1 (§ 1), 
il nous suffira de démontrer ce résultat dans le cas où V est une 
courbe puisque toute section hyperplane d’une variété analytique 
compacte est une variété analytique compacte. D’autre part par 
projections nous sommes ramenés au cas où V est une courbe plane. 

En appliquant à ce cas le th. III (n° 3) de W. L. Chow ([3]), 


nous voyons qu'il ne nous reste plus à démontrer que le résultat 
suivant : 
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Tutortme 2. — Étant donnée une courbe algébroide plane V qui 
ne soit pas branche d’une courbe algébrique, il existe, pour tout 
entier N, un cycle algébrique C, de degré n tel que l'origine soil point 
d'intersection propre de multiplicité > nN de V et de C,. 

Soit en effet F(X, Y)— o une équation de V. Les monômes non 
constants m; de degré n en X et Y sont au nombre de n(n + 3)/2, et 
sont, dans Q[[X, Y]], linéairement indépendants mod. F, puisque V 
n'est pas branche d'une courbe algébrique. Considérons l'anneau 
local o—Q{[X, Y]]/(F) de O sur V. Soit q un idéal de o de lon- 
gueur n(n + 1)/2; ceci veut dire que 0/q est de dimension linéaire 
n(n+1)/2 sur Q, puisque Q est le corps quotient de » par son 
idéal maximal. Il existe alors une combinaison linéaire P des 
monômes m,, à coefficients non tous nuls, et telle que la classe P de 
P. mod. F soit dans q; celle-ci est non nulle par hypothèse. Alors 
la longueur s de l'idéal (P) de o est supérieure à celle, n(n + 1)/2 de 
q. Or ([5], chap. u, § 2, th. 8 et 9) cette longueur s est la multipli- 
cité de o considéré comme intersection de V et du cycle algébrique 
de degré < n qui a pour équation P(X, Y)—o. En prenant n tel 
que (n-+-1)/2 >N, leth 2 est démontré. 


Remarque. —— Notre th. 2 est, sans la restriction que le corps de base 
soit celui des nombres complexes, un cas particulier du th. IV, n° 4 de 
W. L. Chow ([3]). Nous allons déduire de là le cas général. 


Prenons d’abord pour V une courbe qui ne soit pas branche 
d'une courbe algébrique, et située dans un espace de dimension 
quelconque. Il existe alors une projection plane V’ de V qui nest 
pas branche d'une courbe algébrique. Pour tout N il existe alors un 
cycle algébrique plan C’ de degré n tel que i(0; V’ .C’) >nN. Soit G 
l'hypercylindre projetant C’. En vertu de la formule de projection ([2], 
if, th. 5) eva vo; V: C)—o;-V-.C). (Cs C]. Comme C est de 
degré n, ceci démontre le th. 4 de W. L. Chow dans le cas d'une 
courbe. 

Soit enfin V une variété de dimension d de E”, qui ne soit pas 
nappe d'une variété algébrique. Il existe alors, par applications 
répétées du th. 1 (§ 1) une variété linéaire L de dimension n—d+1 
telle que V'—V.L soit un cycle de dimension 1 qui ne fait pas 


_ partie d’un cycle algébrique ; on peut, par exemple, prendre L géné- 
| rique sur un corps de définition de V. Pour un entier N donné, soit C’ 


une hypersurface algébrique de degré m telle que i(0 ; C’. V) >mN. 
D'après la formule d’associativité des intersections ({2], II. th. 6) on 
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a C.V'—C.(L.V)—(C.L).V. On prend alors pour C le cycle 
algébrique C’.L, qui est de dimension n-d et de degré m, et on a 


(O0; G.V)>mN.  CQFD. 


On remarquera que la dernière partie de ce raisonnement correspond 
au lemme 4, n° 4 de [3]. 


§ 3. — Un théorème sur les intersections completes. 


Dans la théorie des composantes singulières d’intersection ((5], 
chap. v1; [6]; [7]) nous nous sommes, par nécessité, bornés aux 
cycles X d'une variété algébrique ambiante A qui, au voisinage 
d'une sous-variété N de A, sont intersections complètes (ou sous 
multiples d’intersections complètes) de A et d’un cycle algébrique X, 
de l’espace affine (ceci veut dire que X—A.X, se compose de 
variétés ne contenant pas N : nous écrirons ceci "X =A. X, en N”). 
Étant donné ({2]) que la théorie des intersections des variétés algé- 
broïdes est parallèle à celle des variétés algébriques, on pourrait 
penser à élargir quelque peu les conditions de validité de notre 
théorie des composantes singulières en supposant seulement que, 
localement en N, le cycle algébrique X est intersection complète de 
A et d’un cycle algébroïde X, de l’espace. Cependant on a le résultat 
partiel suivant, qui laisse penser que cette généralisation pourrait 
n'être qu’illusoire : 


THÉORÈME 3. — Soient A une variété algébrique, N une sous-variété 
de A, et X un diviseur algébrique de A dont les composantes passant 
par N sont simples sur A. S'il existe un diviseur algébroide X, de 
l’espace tel que X==A.X, en N, il existe aussi un diviseur algé- 


brique X, tel que X=A.X, en N. 


Ce résultat n’a d'intérêt que si N est singulière sur A; sinon il est 
trivial, tout cycle de A étant intersection complète au voisinage d’une 
sous-variété simple. 


Nous noterons 9 l'anneau local de N sur A, 9 son complété, et 
x€0 la classe dans 5 du premier membre d’une équation du diviseur 
X,. Posons X,.A—Yn;V, (en N), où les V; sont des sous-variétés 
algébriques de A passant par N ; soit p;l’idéal premier de V, dans 0 ; 


PRE AMR es sum, | + | x 
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d'après l'hypothèse sur la simplicité de V; l'anneau de fractions Oy, est 
un anneau de valuation discrète. Soient p; ; les idéaux premiers de 
bp; et V;; les variétés algébroïdes correspondantes ; on a, au 
sens des cycles algébroïdes, est ({2|, II, p. 65). Comme 
Oy, est un anneau de valuation discrète, il en est de même de 
55, , en vertu de la formule de transition ([5], chap. II, §4); donc 
les seuls idéaux primaires pour ÿ, ; sont ses puissances symboliques, 
Ainsi l'hypothèse que X est intersection complète en N signifie que 
les composantes primaires isolées de üx sont les p{"?. Nous poserons 


af }jf) ; alors bt =anb, b étant l'intersection des compo- 
santes rnb de Oz. 

Comme l'idéal p{*) de 0 est équidimensionnel, 0/p{ est un anneau 
à noyau ([5|, chap. u, § 4), et pp(") n'a pas de composantes immer- 
gées ([2], I, lemme 9, p. 9). Or ses composantes isolées sont les 
pi"? en vertu de la formule de transition ({5], loc. cit.). On a donc 


op — | LYE En vertu d'un théorème sur les intersections 


j 
d'idéaux (que nous démontrerons en appendice) on en déduit 


Eu vi) DT (cf. [9], lemme 8), en posant frs 


t u 


Pour prouver le th. 3, il nous suffira de montrer qu'il existe un 
idéal principal oa de o dont les p{" sont les composantes isolées. 


Lorsque ox n'a pas de composantes immergées, la démonstration 
de ce point est facile. On a px = rg, et on montre que r lui-même est 
un idéal principal. Soit en effet (a,, ...,a,) un système de générateurs de 
t; on a, par hypothèse x — Dibia(bés) et a cx(ces) ; d’où 
(1— Yiabiÿr = 0 ; alors 1 — Yicib; est élément de l’idéal maximal m de 5; 
ceci implique que l’un au moins des termes cb; soit en dehors de m, et, 
a fortiori, que l’un c; des c; soit inversible ; on a donc px = 5a:, dou 
t—oa. L'hypothèse que 5x n'a pas de composantes immergées est 
vérifiée, en particulier, lorsque 5 est un anneau d'intégrité intégralement 
clos ; or ceci a lieu lorsque la variété A est normale en N, d’après un 
résultat que nous a communiqué M. O. Zariski et qui se trouve démontré 
dans le mémoire suivant. 


Pour démontrer l'existence de l'idéal principal oa dans le cas 
général, nous introduirons la notion suivante : étant donné un 
élément y d’un anneau local 9, nous appellerons degré de y, et nous 
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noterons d(y), la multiplicité e(0/0y) de l'anneau local quotient 0/oy 
({5], chap. u, § 2); le degré de y ne change pas si on remplace 0 
par son complété. Remarquons d'abord que l'on a la formule 


e(o/t) = Xe(o/pihn = Dinim(N ; Vi) (1) 
où m(N ; V,) désigne la multiplicité de N sur V, ({5|, chap. v, th. 3); 


nous noterons l’entier de la formule (1) m(N ; X) (c’est la « multi- 


plicité » de N sur le cycle X). En effet t=) est un idéal 


équidimensionnel, et 9 est un apneau local géométrique ; il suffit 
alors d’appliquer la formule (1) ({2], I, p. 13), en se souvenant que 
la multiplicité d'un anneau local est égale à celle d'un système de 
paramètres « suffisamment général » de celui-ci ([5|, chap. u, § 2, 
th. 5) 


D'autre part nous démontrerons (lemme 1) que l’on a 


e(5/t)— e(0/0x) = d(z), 
et aussi (lemme 2) qu'il existe une suite (a,) d'éléments de r, tendant 
vers x au sens de la topologie naturelle de l'anneau local 6, et telle 
que d(a,) < d(x) pour n assez grand. Soit alors U, un diviseur algé- 
brique de l’espace dont le premier membre de l'équation admette a, 


pour classe dans 0 ; comme a,€t —| Le le diviseur A.U, est, 


en N, de la forme X + Y, où Y est un diviseur positif. Si 8 est l’in- 
tersection des composantes isolées de 0a,, on a d(a,)—e(v/8) d'après 
le lemme 1, et e(0/8) — m(N ; X + Y) d’après l’analogue de la for- 
mule (1). Mais, comme d(a,) < d(x), on en déduit 


m(N ;X+ Y)<m(N;X), 


ce qui implique Y= O en N, et que le diviseur X est découpé par 
U, sur A. Il ne nous reste plus donc qu’a démontrer les lemmes 
annoncés. 


Lemme 1. — Soient 9 un anneau local, à un idéal de dimension t de 
0, et b un idéal de dimension s > r de 0. Alors les anneaux locaux 
0/a, 0/ab, et o/a n b ont même multiplicité. 

Comme abcanbca, il nous suffit de démontrer l'égalité des 
multiplicités de o/a et de 0/ab. Soit m l'idéal maximal de 0. Prenons 
un élément x de 0, superficiel par rapport à m, de classes superfi- 
cielles par rapport à m/a et m/ab ([5], chap. n, $ 1), et tel que 


D ee: 


et Sn + 
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a+ ox et b+ ow soient de dimensions r—1 et s— 1. On a alors 
([5}, chap. n, § 2) e(o/a) —e(o/(a + 0x)) et e(0/ab) —e(n/(ab + 0x)). 
Comme (a+ 0x)(b + 0x) cab+ or € a+ 0x, il nous suffira de 
démontrer le lemme pour a+ ox et 6+ oa, c'est-à-dire pour des 
idéaux de dimensions r— 1 et s— 1. Par applications successives 
de ceci, on est ramené au cas où b est de dimension o, c’est-à-dire 
est un idéal q primaire pour m, et où à est de dimension > 0. 

Il existe alors un exposant r tel que aq>anq’ ([8], chap. m, 
lemme 3, p. 47), donc un exposant u tel que ag=anm". Il suffira 
donc de montrer que l’on a e(o/a)—e(o/a n m“)). Or, pour n > u, 
on a (anm')+m'—(a+m')nm"; donc (a+m’)/(a+m’) est 
isomorphe à m*/((a—+- 1m") 9 in") = m"/((an m") + m"). Ainsi, à une 
constante additive k près (k— longueur (m"/(a-+ m“)), les longueurs 
des modules o/(a—+m”) et o/((anm“)+m") sont égales. Donc, 
pour n>y, on a Pry(n)=Pmianmy(n)+hk ([5], chap. 1, 85). 
Comme P,,/,(n) est un polynome de degré > 1 pour n assez grand 
par hypothèse, il en résulte que les deux polynomes ci-dessus ont 
même coefficient dominant. CQFD. 


Lemme 2. — Soient 0 un anneau local, 0 son complété, x un élé- 
ment de 0, et t un idéal de 0 tel que xedr. Alors pour toute suite (a,) 
d'éléments de t tels que lim.a,—x, ona d(a,)< d(x) pour n assez 
grand. . 

Soit en effet F(m)— > (m"/m"~') l'anneau de formes de l'idéal 

n=0 


maximal im de 9 ({5|, chap.1, §5): Alors les anneaux de formes 
F(m/ox) et F(M/0a,) sont canoniquement isomorphes à des anneaux 
quotients F(m)/v et F(im)/v, de F(M), v (resp. »,) étant l'idéal de 
F(ñ) engendré par les formes initiales des éléments de ÿx (resp. 0a,) 
([5], chap. n, § 3). Or v est engendré par un nombre fini d'éléments 
(f,, ---fj). fi étant la forme initiale de zx; soit n; le degré de f;; 
prenons pour s un entier supérieur à 1 + max. n,. Il existe par 
hypothèse un élément a,€t tel que x — a,eim’ ; soient b, des éléments 
deo tels que z;— 5€im* pour tout i. On a alors 


ze — ba, = x(2;— b;) + b(x — a, ein’. 
Donc, comme s > n,, les éléments z;x et ba, ont même forme initiale 
f; dans F(m). Ceci montre que l’on a ycy,, donc que l'on a l'iné- 
galité Pax.(n) > Pay, (n) entre les polynomes caractéristiques des 


idéaux maximaux m/dzx et M/0a. En comparant leurs termes de 
plus haut degré, on en déduit d(x) > d(a,). CQFD. 
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APPENDICE 


Intersections d’idéaux dans un anneau local 
et dans son complété. 


Soient 9 un anneau local, et 5 son complété. Rappelons les pro- 
priétés suivantes : 

1) Tout idéal a de o est fermé. L’adhérence de a dans 0 est ao. 
On a apno—a (|1}). 

2) Si 6 est un anneau local complet d’idéal maximal i, et si (4,) 
est une suite descendante d’idéaux de 5 dont l’intersection se réduit 
à (O0), on a a, ci” où s(n) augmente indéfiniment avec n ((1], 
lemma 7, p. 695). 


Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant : 


Tuéorème 4. — Soient a et b deux idéaux d’un anneau local 0, et 
0 le complété de 0; on a alors ap nbd =(an b)o. 

Nous traiterons d'abord le cas où a est un idéal principal oa (cf. 
[a]. lemma 1); alors 49 — da. Remarquons que l'on a 


danob—(0b: baja, et  o(oanb)—5(b : va)a. 


Nous sommes ainsi ramenés à montrer que l'on a (0b : va) — 0(b : 5a). 
Or l'inclusion 6(b : oa) c (0b: ba) est évidente. Pour démontrer l'in- 
clusion inverse soit 2€(0b : Da) ; comme 0 est dense dans 5, on peut 
écrire 2%, + im Où 2,60 et me"; ainsi (x, m,)aenb, d'où 
a, a€0b + oma — 5(b + m"a) ; comme x,aev, on a, en vertu de 1), 
æ,a€b + m'a; on peut donc écrire (x, + m/)aeb où m!em" ; comme z 
est aussi limite de la suite (x, + m,), dont chaque terme appartient 
à (b: 0a) x est adhérent à (b:oa), et, en vertu de 1), appartient à 
0(6 : va). 

Avant de passer au cas où À est un idéal quelconque, nous démon- 
trerons le lemme suivant : 


Lemme. — Les notations étant celles du th. 4, et si a€o, on a 
(b+-m':0a)c(b:0a) + m™ où s(n) augmente indéfiniment avec n. 
Comme b est intersection des idéaux b +" (en vertu de 1)), 
l'intersection des idéaux (6 + m" : va) est (b : va). De même l'inter- 
section des idéaux (0(b + m") : 0a) est (0b : 0a), qui est égal'à 5(b : va) 
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comme on vient de le voir. Comme l'anneau 5/0(b : va) est complet, 
on peut lui appliquer 2), ce qui montre que l'on a 


(0(6 + m") : da) ¢ (56 : Sa) + OH 


ou s(n) augmente indéfiniment avec n. D'après ce qu’on a vu, ceci 
s écrit 0((b + m") : va) € 5(b : va) + mM. On en conclut que 


((b a= m”) : 0a) Cc (0((6 : 0a) —+— m°®)) n 9 — (b ; 0a) +m 


ce qui démontre le lemme. 
Revenons enfin au cas général du th. 4. On a évidemment 


oan 5b—f" ) (San ob) (1) 
a€oA 


Comme aeña, on a a — lim. a, où a,€a, avec a=a,-+m, où mem”. 
Si yE(0b : da), on a yaeob, donc ya,edb + in’, 


et  ye(6b—+ iti") : 0a, = 0((6 + m’) : va,) € O((6 : va,) + M") 


en vertu du lemme. Nous en déduisons (06 : $a) € 5((b : oa,) + m°"), 
et, comme a — am” et dan 0b —(56b : da)a, 


06 n da c (0(b: va,) +m”) (a, + Mm") ; 


en supposant, ce qui est permis, que l'on a n >s(n), ce dernier idéal 
est contenu dans 0(6:oa,)a,+ im” —((0bn oa,)+ m”). Mais, 
comme a,€a, on a bnoa,cbna. Par conséquent 


danobco(bna) +m. 
Comme s(n) augmente indéfiniment avec n, on en déduit 
dan pbc p(bna). 


En vertu de(1), on a alors an 5bc 5(a nb). et le th. 4 est démontré 
puisque l'inclusion inverse est triviale, 
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SUR LA NORMALITÉ ANALYTIQUE DES VARIÉTÉS 
NORMALES 


par Oscar ZARISKI (Harvard-University). 


Soit o l'anneau local d'un point normal P d’une variété algébrique 
V définie sur un corps k; l'hypothèse de normalité veut dire que 0 
est un anneau intégralement clos. Nous avons montré [5] que 
l'anneau local complété 5 de o est un anneau d'intégrité, c’est-à-dire 
que V est analytiquement irréductible en P. Nous allons montrer ici 
que 0 est aussi un anneau intégralement clos, c'est-à-dire que V, 
considérée comme variété algébroïde, est normale en P. Nous appor- 
terons aussi quelques simplifications à notre démonstration d’irré- 
ductibilité analytique donnée en [5]; nous ne supposerons de [5] 
que les lemmes du § 2. Nous entendrons par domaine local un anneau 
local sans diviseurs de zéro. 


THÉORÈME 1. — Soient 0 un domaine local intégralement clos, 
5 son complété, et 0’, la fermeture entière de 5 dans son anneau total 
de fractions A. Supposons qu’il existe un élément d-Æo de 0 tel que 

1) do’c 0d. 

2) les idéaux premiers y; de od sont analytiquement non ramifiés. 
Alors 5 est lui-méme un domaine local intégralement clos, et on a 
D =. 

Puisque deo, tout idéal premier ÿ de 5d est minimal dans 6, et 
est tel que l’anneau de fractions 5; est l'anneau d’une valuation 
discrète v du corps des fractions de 5/v (v désignant l'unique idéal 
premier de (O) de 5 contenu dans jj; cf. [5] lemmes 3, 4, 5, 6); 
nous noterons w l'application composée de l’homomorphisme cano- 
nique de 5 sur 6/v et de v. Soit w(d)—s, c'est-à-dire que Von a 
de® et de p+”. Pour tout élément z€0’, on a dz — yeo d'après 1). 
Comme z est entier sur 5, on a w(z) > 0, d'où w(y)>s. Ceci étant 
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vrai pour tout idéal premier de 0d, d divise y dans 5, et ona y— dz’ 
avec 2/60. D'où d(z —z')—= 0. Comme v est un anneau d'intégrité, d 
n’est pas diviseur de zéro dans 0([1], prop. 6), ni donc dans l’anneau 
total des fractions de 5; par conséquent z — 7, et on a D — 0. 

De cette dernière égalité nous allons déduire que o est un domaine 
local, ce qui démontrera le th. 1. Or, en vertu de la condition 2) et 
du lemme g de [5], o est analytiquement non ramifié. La conclusion 
résultera alors du lemme suivant : 


Lemme. — Si un anneau local R est intégralement fermé dans son 
anneau total des fractions S et n’a pas d’élément nilpotent, alors R 
est un anneau d intégrité. 

Il est clair que S est composé direct d'un nombre fini À de corps. 
Soit 1=e,+-:--+e, la décomposition correspondante de 1 en 
idempotents orthogonaux. On a e,(1 —e,)—0; donc, sih=«1, on 
ae,¢R, sinon 1 —e, serait inversible dans R contrairement au fait 
que c’est un diviseur de zéro. Mais, comme ej —e, — 0, ceci est 
contraire au fait que R est intégralement fermé dans S. 

Nous allons maintenant déduire du th. 1 à la fois l’irréductibilité 
et la normalité analytique des variétés localement normales : 


THÉORÈME 2. — Si 0 est l'anneau local d’un point P normal sur 
une variété algébrique V, le complété 0 de 0 est un domaine local inté- 
gralement clos. 

Il suffit de montrer que les conditions du th. 1 sont satisfaites. 
Tout élément non nul d de 0 satisfaisant à 2) ([2}; lemme 9, p. 9), il 
s agit de vérifier 1). Si m désigne l'idéal maximal de 0, 0 contient 
un corps k, sur lequel o/m est de degré fini, et sur lequel le corps 
des fractions F de » est séparable (un « basic field » de [1]). Soit 
(x,, .…,æ,) un système de paramètres de op qui soit aussi une base de 
transcendance séparante de F sur k. Alors l’anneau des fractions de 
l'idéal premier (x,, ...,x,) de klaæ, .., &.] est un anneau local régulier 
t sur lequel o est un module de type fini (|1], prop. 5, p. 702). Le 
complété t de r est l’anneau de séries formelles ETS nl 
s'identifie canoniquement à un sous-anneau de 5 sur lequel 5 est un 
module de type fini. 

Soit a un élément primitif de F sur k(a,, ..,æ,), que nous pouvons 
supposer entier sur kfx,, ...,æ,]. Si n désigne le degré de F sur 
k(x,,...,,), il existe un élément non nul c de t tel que 


eo ct +ta+---+ ra". 


ss 


a nd 
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On a alors ch) ct+ ta+ ... + fa"—'!. Comme c n’est pas diviseur 
de zéro dans 9 ({1}, prop. 6), il s'ensuit que, K désignant le corps 
des fractions de f, l'anneau total des fractions A de 5 est de la forme 
Ka]. 

Comme t est intégralement clos, l'équation unitaire de plus petit 
degré satisfaite par a sur K est à coefficients dans t : soit f(a) — 0. 
Le polynome f, divise le polynome minimal f de a sur k(a,, nu oe 
dont les coefficients sont dans rt. Donc le discriminant d de f (qui 
n'est pas nul en vertu de l'hypothèse de séparabilité) est un multiple 
(dans t) du discriminant d de /,. Il va donc nous suffire de montrer 
que l'on a dwcetla|. Or, comme # est un anneau entier sur t, on 
peut appliquer le raisonnement classique (cf. [6], § 101, p. 81), en 
opérant dans le produit des corps des racines des divers facteurs 
irréductibles de f, (au lieu du corps des racines de f, dans le cas où 
J, est irréductible), et en tenant compte du fait que t estintégralement 
clos et ne contient aucun diviseur de zéro de A. 

Voici enfin une application du th. 2 aux variétés non nécessaire- 
ment normales : 


TuéorèME 3. — Soient 0 l'anneau local d'un point P d’une variété 
algébrique V, et 0’ la clôture intégrale de 0. Si 0 désigne le complété 
de 9, alors la fermeture intégrale »' de 5 dans son anneau total de 
fractions A est identique au complété (v') de l’anneau semi-local v’ 
(autrement dit les opérations «fermeture intégrale » et «complétion » 
commuttent). : 

Comme il existe c non nul dans 0 tel que coco et donc 
c(0’) <0, (0’) est un sous-anneau de A, et c’est un module de type fini 
sur 5 puisqu'il en est ainsi de o’ sur 0. Il ne nous reste alors plus 
qu’à montrer que (0’) est intégralement fermé dans A; or ceci est 
clair puisque les anneaux locaux complets dont (0°) est composé direct 
sont des domaines locaux intégralement clos d’après le cas des 
variétés normales (th. 2). 


Remarque. — Ce qui précède reste valable pour une variété analytique 
complexe V : la normalité au sens des séries convergentes implique la 
normalité au sens des séries formelles. 2 
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Remarques sur le mémoire « Sur les variétés algébroides » 
de M. P. Samuel. 


1) Le th. 1 de ce mémoire [4] peut aussi se déduire du lemme 
qui le précède par application du théorème de Bertini au système 
linéaire irréductible découpé par les hyperplans passant par l'origine 
sur la variété algébrique dont la variété algébroïde étudiée est une 
nappe. 

2) La démonstration du th. 3 (§ 3) de [4] peut se simplifier en 
utilisant notre th. 3. Reprenons le raisonnement au point où il s'agit 
de montrer l'existence d’un idéal principal oa ayant mêmes compo- 
santes isolées que t (lignes avant la remarque traitant du cas d'une 
variété normale). Soit o’ la clôture intégrale de v, et 5 la fermeture 
intégrale de 0 dans son anneau total de fractions. Alors ÿr et ÿ’x ne 
diffèrent que par des composantes immergées. Mais, d'après notre 
th. 3, 0’ est le complété de l'anneau semi-local ÿ. On montre alors, 
comme dans la remarque susdite, que, si (a,, ..,,@,) est une base de 
r, on a, par exemple, o’t = o’a,. Ceci montre que oa, et r ne diffèrent 
que par des composantes immergées. 
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LA REPRESENTATION DES PLANS MULTIPLES 
ET LE NOMBRE MAXIMUM DE POINTS DOUBLES 
D'UNE SURFACE ALGEBRIQUE 


par Bernard d’ORGEVAL (Grenoble). 


Dans une récente conférence, M. E. Togliatti(‘) attirait l'attention 
sur le difficile problème du nombre maximum de points doubles 
coniques isolés d'une surface algébrique d'ordre n, dénuée d’autres 
singularités, dans l’espace ordinaire. Après avoir rappelé l'échec de 
la méthode de M. Lefschetz(*), pour améliorer le nombre donné par 
Basset (*), échec démontré par l'étude approfondie des courbes de 
diramation d’un plan multiple par B. Segre(‘), et indiqué la nou- 
velle méthode basée sur les modules introduite par M. Severi(*) 
et dont de récents exemples dus encore à M. Segre(°) montrent au 
moins le caractère restreint, il souhaitait que l'on construisit de 
nouveaux exemples de surfaces dotées d’un grand nombre de points 
doubles. 

La liaison du problème à la nature de la courbe de diramation du 
plan n-ple représentatif de la surface m’a conduit à penser que l'étude 
des formes dégénérées de ces courbes de diramation selon les vues 


(‘) E. Togliatti. Sulle superficie algebriche col massimo numero di punti doppi. R. C. — 
Sem. Mat. Torino, T. IX, 1950, p. 47-59. 

() S. Lefschetz. On the existence of loci with given singularities; Trans. Am. Math. 
Soc., T. XIV, 1913, p. 23-41. 

(3) A. B. Basset. The maximum number of double points on a surface. Nature LX XIII, 
1906, p. 246.— On the singularities of surfaces, Quart. Jour. XXXVIII, 1907, p. 63-83. 

(*) B. Segre; Sulla caratterisazione delle curve di diramazione dei piasni multipli genc- 
rali, Mem R. Ac. Italia, I, 1930 ; Mem, 4, p. 1-31. 

(5) F. Severi. Sul massimo numero di nodi di una superficie di dato ordine dello spazio 
ordinario. Ann. d. Mat. (4), T. XXV, 1946, p. 1-41. | ; 

(8) B. Segre. Sul massimo numero di nodi delle superficie di dato ordine, Bol. U. 


M. I. (3), II, 1947, p. 204-212. 
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de M. Chisini(’) pouvait projeter quelque lueur sur ce difficile pro- 
bléme. La méthode que je propose permet de trouver un nombre 
maximum de points doubles pour le plan multiple limite, malheu- 
reusement, ce maximum ne correspond peut-étre pas à un maximum 
de points doubles proprement dits, isolés. En effet, notre construc- 
tion à la limite assure seulement l'existence d’une surface sur laquelle 
les singularités équivalent à un certain nombre de points doubles, 
sans que l’on puisse assurer que ces singularités puissent effective- 
ment se résoudre en autant de points doubles isolés. Ce nombre est 
d'autre part lié au nombre maximum de points doubles que l’on 
puisse imposer au plan double représentatif d’une surface d'ordre n 
dotée seulement d’un point multiple d'ordre n-2. Ce nombre, pour 
les valeurs élevées de n semble assez difficile à obtenir du moins par 
une formule générale. En tout cas on peut obtenir un nombre tel 
qu'il existe sûrement des surfaces dont les singularités équivalent à, 
au moins, ce nombre de points doubles. 


1. — Rappel de la construction de M. Chisini. 
Points doubles de la courbe limite. 


La méthode de M. Chisini pour obtenir des courbes de diramation 
d'un plan multiple n-ple, 2° — f(x, y), malgré certaines extensions 
ne se montre véritablement pratique que pour certaines surfaces 
dont celles que nous avons à traiter, les surfaces générales de l’es- 
pace S’. Dans ce cas, la courbe limite peut se représenter par une 
courbe 9, constituée de n — 1, courbes C;, d'ordres respectifs 1, 2, 
3, .….,n—2,n— 1, chacune comptée deux fois ; la courbe C; assure 
le passage du feuillet i au feuillet + 1, c’est-à-dire que sur cette 
courbe s’échangent les valeurs z; et z;,, de la fonction z. On appelle 
points P les points de rencontre de deux courbes consécutives C; 
et G;,,, et points Q les intersections de C; et C, (i—k=£1) non 
consécutives ; dans la courbe + les C; sont comptées deux fois en 
sorte qu'elles aient leurs diramations aux points P, s’il y a d’autres 
diramations, nous les supposerons choisies arbitrairement. Le pas- 
sage du type dégénéré de Chisini à un type non dégénéré se fait 
par variation continue, conservant aux points considérés, l’équiva- 


(7) O. Chisini. Un teorema d’esistenza dei piani multipli, R. C. Ac. Lincei (6), XIX, 
1934, p. 688 et 766. 
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lence des intersections avec les polaires, c’est-à-dire que la courbe 
voisine non dégénérée possède trois cuspides et une tangente paral- 
léle à Oy qui viendront se réunir en un point P et quatre points 
doubles qui tendront vers un point Q. 

Notons qu'il est possible de remplacer une (C;,) par une courbe 
d'ordre 21, tangente aux courbes consécutives partout où elle les 
rencontre, de tels points de contact étant à regarder comme des 
points P ; en particulier nous remplacerons dans la suite, la (C,_,)* 
liant les derniers feuillets par une C,,_,, tangente à la C,_, précé- 
dente, en chacun de ses points de rencontre; ces points de contact 
sont des points P, au contraire les intersections de la C avec les 
autres C; seront des points Q’ limites de deux points doubles de la 
courbe non dégénérée. 

Si la surface correspondant au plan multiple non dégénéré vient 
à acquérir des points doubles isolés, ceux-ci feront naître sur la 
courbe de diramation autant de points doubles indépendants de 
ceux qui vont converger aux points Q; dans le passage à la limite 
ces points doubles devront apparaître soit 

a) comme points doubles R’ de la C,,,_,, 

b) comme points doubles R d’une des C; doubles, 

c) comme points où coincident deux diramations d’une C;. 

Dans ce dernier cas, on doit distinguer si les points de diramation 
qui viennent se réunir sont ou non des points P ; si ce ne sont pas 
des points P, le point sera limite d’un seul point double; si le point 
est réunion de deux points P, c’est-à-dire correspond à la tangence 
de deux courbes consécutives, il y aura en ce point, limite de 
six cuspides et d'un point double, enfin si l’on a réunion d’un 
point P et d’une diramation arbitraire, il y aura en ce point limite 
de trois cuspides et d’un point double. 

Le calcul du nombre maximum de points doubles que l’on puisse 
obtenir par ces constructions assure, par la simple application des 
résultats de M. Chisini, de l'existence d’une surface pour laquelle 
existent des singularités qui dans le passage à la limite équivalent à 
ce nombre maximum de points doubles. Mais il n’est pas exclu que 
sur cette surface certains de ces points doubles ne puissent effecti- 
vement étre isolés les uns des autres. 

Nous traiterons d'abord le cas des petites valeurs de n. 
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2. — Les surface d’ordre n< 5. 


Pour la quadrique, la courbe limite est la 


2 
(CG). 
Sur une droite, on ne peut avoir que deux diramations, leur 


coincidence donne le cône et l’on a N—1. 
Pour la surface cubique, la courbe limite sera : 


(CG) — CG, 


la C, étant bitangente à la quartique ; on peut imposer à la quartique 
trois points doubles et prendre la C, quadritangente, mais cette 
construction peut soulever de délicats problèmes de possibilité; 
pour les éviter on réduira la C, à deux coniques tangentes à la C,, 
d'où N—4. 

On ne peut aller jusqu’à la décomposition en quatre droites car on 
ne pourrait plus respecter les conditions de tangence de la quartique 
et de la droite. 

Pour la surface du quatrième ordre, la courbe limite prend la 
forme 


(G,) aes (G,)’ = C,, 


la C, étant sextitangente 4 la conique précédente. On peut décom- 
poser la sextique en six droites d’où quinze points doubles; on peut 
ensuite choisir les deux points de diramation de C, confondus, la 
droite étant alors tangente à la conique, donc 


N=r16. 


Passons à la surface du cinquième ordre dont la courbe de dira- 
mation limite sera une : 


A ER (C,)? Te (C,)° = QA 


la courbe du huitième ordre étant douze fois tangente à la cubique 
précédente. Décomposons cette courbe du huitième ordre en quatre 
coniques tritangentes à la cubique, ce qui donne 24 points doubles. 
On peut ensuite réunir les diramations de la droite en la faisant 
tangente à la conique puis les six autres diramations de cette conique 
en la prenant tritangente à la cubique. Pour aller plus loin, il faut 
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pouvoir réunir les diramations de la cubique situées sur l'octique, 
pour cela il faudra prendre les quatre coniques, décomposition de 
la CG, surosculatrices à la cubique et les répartir en deux couples de 
coniques tangentes entre elles en un point où elles seront également 
tangentes à la cubique; le choix de telles coniques est effectivement 
possible, car si on considère en un point À de la cubique les coniques 
qui y sont tangentes, elles découpent sur la cubique une gj qui pos- 
sède quatre points quadruples ; on peut donc choisir deux coniques 
tangentes en A et surosculatrices à la cubique. 

Cette construction nous fournit une surface pour laquelle N — 34 
nombre obtenu par Basset. Il est ici à noter qu'il est vraisemblable 
que ce type limite ne corresponde pas à une surface dotée effective- 
ment de 34 points doubles isolés, puisqu’une construction analogue 
permettrait d'obtenir une surface cubique avec cinq points doubles 
qui n'existe pas effectivement. 

Pourtant ce plan multiple étant un cas particulier de la surface 
du cinquième ordre dotée d’un point triple, on peut dire que, pour 
certaines particularités de la position des points doubles, cette sur- 
face équivaut à une surface avec 3/ points doubles, question qui se 
trouvait posée par M. Togliatti. 


3. — Le cas général. 


Pour une surface générale d'ordre n la courbe limite prend la 
forme : 


(C,) es (CG) UT AUOT D (CG, _,) VE Caos 


cette dernière courbe étant (n— 1)(n—2) fois tangente à la précé- 
dente. 
Pour obtenir le nombre maximum de points doubles, on peut 
voir ce qui se passe si l’on fait naître un point double sur une 
des C;; on abaisse ainsi le genre de 1 et celui de la courbe double 
de 4, d’où résulte d’après la formule de Zeuthen abaissement de 4 
pour le nombre des points de diramation que l'on peut imposer ; 
mais cette diminution ne peut être imposée à une C; puisque les 
points P sont exactement 2i°. Le nombre maximum des points 
doubles possibles s'obtient donc facilement à partir de celui de 
la C,,_,. Soit alors D’ le nombre maximum de points doubles 


| d'une F, dotée seulement d’un point multiple d'ordre n—2, on 


| 
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peut en plus lui imposer la réunion des deux points de diramation 
de la droite, puis des trois situés sur la coniqne à des contacts avec 
la cubique... sur C,_,(n—3)(n—2)/2 points de tangence avec 


— nd wt ; 
la C,_,, enfin sur cette dernière Eee points d’osculation 


avec la C,,_,, ces derniers étant peut-être soumis à des conditions 
de possibilité, si la C vient à se décomposer. On a donc stre- 
ment: 


2n— y 


D,<D,+1+3+6+::--4 GIE), 


ei lame 
a at 


Dans le cas où la C,,_, ne se décompose pas, les conditions autres 
que D} sont toutes possibles et l’on a alors D —(2n — 3)(n— 2). 

On a donc certainement, pour l’équivalence en points doubles du 
maximum possible 


n’ + gn* — hon+ 36 


D, > G 


Ce nombre est supérieur à celui de Severi basé sur le nombre des 
module dès que n > 5. 

I] est à noter que les surfaces construites par B. Segre montrent 
que dans le cas général on peut trouver des décompositions de la 
courbe de diramation d'un plan double représentatif d'une surface 
d'ordre n dotée d’un point multiple d'ordre n — 2. 

Comparons nos résultats avec ceux de Basset, on peut alors dire 
que le nombre maximum des points doubles d’une surfacc d'ordre n 
est compris entre : 


n= 6 î 8 9 10 it 12 
limite inf. 56 90 134 189 256 336 430 
limite sup. On Cabot fe 8 teegaral GagtSdusigla ing +001 


Les valeurs de Severi correspondantes étaient : 
52 80 116 161 216 282 360 
Les deux surfaces de Segre rentrant dans ce tableau donnent 


229 396 


evs > 
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4. — Les surfaces d'ordre 2n avec une conique d’ordre n. 


Notre méthode permet de traiter immédiatement le problème du 
nombre maximum des points doubles pour une surface d’ordre an 
dotée d’une conique multiple d’ordre n, c'est-à-dire pour la surface 
intersection dans S* d’une quadrique par une hypersurface générale 
d'ordre n. La forme limite de sa courbe de diramation (*) est en 
effet 


(G,) a (CG) ree AS à ar ek QD (ORES er (G,} Le (QG). 


En prenant comme précédemment la courbe médiane C,_, comp- 
tée deux fois sous la forme d'une C,,_, simple tangente aux deux 
C,,_, consécutives, on a immédiatement une limite du nombre des 
points doubles 

3 9,2 
n° — 3n° + an 
À ED, + —— 
3 

Si l’on suppose la C,,_, non décomposée, on aura une limite 

inférieure de ce maximum, soit 


aon — toni 
L— 3 . 


Ce nombre est donc tel qu'il puisse exister des hypersurfaces 


d’ordre n de S‘ tangentes en plus de L points à une quadrique de 
cet espace. 


(8) B. d’Orgeval Les plans multiples représentatifs d’une surface algébrique et la méthode 


de M. Chisini, Bul. Ac. R. Belg., T. XXIX, p. 215-229 (1943) et p. 653-666 (1945). 


(Parvenu aux Annales en mars 1951.) 


SUR LA NOTION DE TRAVAIL 
DANS LA MECANIQUE DU CONTINU. 


par H. BEGHIN (Paris). 


La mécanique théorique peut se présenter sous des aspects 
différents : sous l'un de ces aspects, les systèmes matériels sont 
présentés comme des ensembles de points matériels de dimensions 
négligeables par rapport à leurs distances mutuelles ; dans un autre 
de ces aspects, on raisonne sur des schémas parfaitement continus, 
considérant les corps comme ils nous apparaissent lorsqu'on les 
observe par les procédés élémentaires courants. 

Ces schémas sont aussi valables l’un que l’autre, à condition que 
les observations effectuées sur les phénomènes mécaniques pour 
l'établissement des lois soient traduites dans le langage qui convient 
au schéma choisi. 

Or, si l’on adopte le schéma des ensembles de points matériels, 
on se trouve en présence de difficultés sérieuses, lorsqu'on a à 
définir le travail intérieur dans un milieu dit continu et à exposer la 
théorie de l'énergie, tant qu'on ne veut pas pénétrer jusqu'aux 
phénomènes complexes où se manifeste la constitution de la matière 
et où l’on considère les phénomènes thermiques comme cas parti- 
culier des phénomènes mécaniques. 

J’adopte donc la Mécanique du continu. 

On connaît la loi fondamentale qui régit les mouvements par 
rapport à des axes de référence dits de Galilée : 

Les forces extérieures et les forces d'inertie d'un système matériel 
en mouvement forment à chaque instant un système de vecteurs équi- 
valent à zéro. 

On connaît également ses corollaires de la quantité de mouvement. 

Cela posé, voici comment il me semble bon d'introduire is notion 
de travail dans cette Mécanique du continu : 

Des observateurs étudiant les phénomènes mécaniques ont cons- 
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taté qu'en multipliant des forces par les déplacements de leurs 
points d’application, on obtenait des quantités paraissant avoir des 
propriétés fort intéressantes. 

Les théoriciens, s'inspirant de ces suggestions, se sont alors 
efforcés, passant en revuc les aspects si variés des phénoménes 
mécaniques, de définir avec précision, sur cette base, une grandeur 
accessible au raisonnement scientifique et au calcul et d’en établir 
les principales propriétés. 

Pour réaliser ce programme et élaborer cctte définition, le théo- 
ricien a {out pouvoir: il n’a d’autre justification à donner de son 
choix que l'intérêt présenté par les propriétés qu'il aura pu établir, 
c'est-à-dire leur utilité et leur commodité. 

Voici les définitions auxquelles on s’est arrêté et qui conduisent à 
des énoncés remarquables, corollaires de la loi fondamentale de la 
mécanique rappelée ci-dessus, sans qu'il y ait à faire intervenir 
aucun nouveau principe expérimental. 

1° Le travail d’une force F appliquée à un élément de matière 
est défini par sa différentielle 


do =(F V) dt= FV cos « dt, 


où V désigne la vitesse de l'élément de matière ; x désigne l'angle des 


vecteurs F et Ÿ. 

Si la force est appliquée toujours au même élément de matière, 
Ÿ désigne à la fois la vitesse de l'élément de matière et la vitesse du 
point géométrique d'application. 

Mais, si le point d'application passe continuellement d’un élément 
de matière à un autre, il y a lieu de bien préciser que le vecteur Ÿ 
qui figure dans la définition est la vitesse de l’élément de matière et 
non celle du point géométrique d'application. 

Ainsi, s’il s’agit de la réaction du sol sur une roue de voiture, son 
travail est nul, car la vitesse de l'élément de matière est nulle si la 
roue roule sans glisser sur le sol (V — 0); au contraire, la vitesse du 
point géométrique d'application est la vitesse de la voiture: elle 
conduirait pour dé à une expression toute différente. 


0 . . =p a = . 
2° Soient n forces extérieures F,, K,, ..., F, appliquées en des 


points A,, A,, ..., A, d’un solide invariable S. La définition posée 
ci-dessus donne pour le travail de ces n forces l'expression ‘ 
(1) a mi ie prs erg pa 


M + , 
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où V,, V,, ..., V, désignent les vitesse des éléments de matière 
d'application. 


Or on sait que la vitesse Ÿ. d'un élément de matière A, du solide 
S est donnée par l'expression 


(2) Ÿ,— ui Han DA, 


où O désigne un point arbitraire de S a la vitesse de > l'élément de 


matière qui se trouve en O à FA considéré, ola rotation 
instantanée de S. 


Remplacant les vitesses V, par ces valeurs et utilisant la propriété 
bien connue d'un produit mixte de se conserver lorsqu'on effectue 


sur ses facteurs une permutation circulaire, on obtient l'expression 
connue 


(3) dü—(K Ÿ, + G w)dt, 


où R et G sont les éléments de réduction en O du système des 
forces F.. 


I = r17 
Les forces F; ne figurant dans cette expression que par les éléments 


de réduction À et G, on voit que deux systèmes de forces équivalents 
appliqués à un méme solide invariable donnent le même travail, un 
système équivalent à zéro donne un travail nul. 

3° Soient des forces extérieures réparties de manière continue dans 
un solide invariable. J'imagine le solide S décomposé en un grand 
nombre de petits morceaux a;. Le morceau a; est soumis ainsi à des 
forces dont les éléments de réduction en un point intérieur arbi- 


traire À, sont r, et PA 
Il est naturel — ef c’est ce que Von fait — de prendre la même 
définition du travail que s'il s ‘agissait d’un trés grand nombre de 
vecteurs appliqués en des points voisins les uns des autres; on 
convient ainsi de définir le travail des forces considérées par la méme 
formule que ci-dessus 


(4) dé —(RV,+Go)dt. 


En vue de préparer l’extension au cas des corps déformables, il 


> 
est intéressant d'exprimer ce travail au moyen des éléments r;, Ii 
définis ci-dessus. 
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En appliquant la formule (4) à chacun des morceaux a;, on peut 
écrire 


(5) do—= d'(rV,+go)dt, 


t 
dont l’identité avec cette formule globale se vérifie d’ailleurs immé- 
diatement en remplaçant V, par V, + wA OA,. 
En général, les couples 9 sont du 4° ordre, ce qui se produit si 


les forces sont définies par un champ de forces F (par unité de 
masse); la formule (5) se réduit alors à son premier terme 


(6) do — > (r,V,) dt. 


Cependant, si, comme cela a lieu en Magnétisme, les forces 
considérées sont définies par l’ensemble d'un champ de forces, f et 


d'un champ de couples ra les couples 9: sont du 3° ordre et les 
termes correspondants doivent étre conservés dans la formule (5). 

4° Soient des forces extérieures appliquées à un corps continu 
déformable. Les notations étant les mêmes que ci-dessus relati- 
vement à une décomposition du corps en petits morceaux a;, la 
cinématique des milieux continus montre que le déplacement 


élémentaire dans le temps dé du morceau résulte de la éranslation 
V; dt, où V, désigne la vitesse de l'élément qui passe en A; à l'instant £, 


d’une rotation 0; dt autour d’un axe issu de A; et de trois dilatations 
rectangulaires à partir du point Aj. 

Par définition, le travail du système de forces considéré dans ce 
déplacement est ce qu'on obtient en donnant à chaque élément a; le 
déplacement (¥, dt, odt) à la manière d’un solide invariable, sans 
faire mention des trois dilatations rectangulaires. 

L'établissement du théorème du travail virtuel qui sera énoncé 
plus loin sera basé sur la forme particulière de cette définition : 
toute prise en considération des dilatations rectangulaires qui se 
traduirait numériquement sur la valeur du travail dG empêcherait 
d’énoncer ce théorème dont l'intérêt est capital. 

Le travail de forces extérieures Je à un corps déformable 
a donc pour expression 


(7) dt = D GV, + Fo 


Sn ae 


eR wer 


F 
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ou plus exactement l'intégrale de cette somme quand on fait tendre 
vers zéro les dimensions des éléments a.. 


Changement du système de référence. La formule bien connue 


de la composition des vitesses, appliquée à la définition du travail, 
conduit manifestement à la relation générale 


(9) do — dt, + db,, 


qui exprime que le travail d’un système de forces dans un mouvement 
résultant est la somme du travail dG, calculé avec les vitesses 
relatives V, et du travail dG, calculé avec les vitesses d’entrai- 
nement V,.. 

Les V, étant les vitesses de points invariablement liés à un même 
système de référence, possèdent les propriétés des vitesses des 
divers points d'un solide invariable. 

Il en résulte que deux systèmes de forces équivalents donnent le 
même travail d'entrainement d@,. 

Le travail d'entraînement d'un système de forces équivalent à 
zéro est nul. 

Et, par suite, le travail dun système de forces équivalent à zéro 
est indépendant du système de référence, propriété dont il est très 
utile de se souvenir. 


Travail des forces intérieures dans un corps continu. — Si un 
système matériel est composé de corps distincts agissant les uns sur 
les autres, leurs actions mutuelles sont des forces intérieures au 
système, mais extérieures à chacun d’eux, de sorte que leur travail 
n’a pas à être défini spécialement. 

Ainsi, si un système est composé de n éléments matériels 


A; As +. Am» exercant à distance les uns sur les autres des actions 

> > 3 Re À 
mutuelles F;, F;, ... deux à deux opposées, le travail élémentaire 
de ces n(n-1) forces est la somme de n(n-1) termes de la forme 
> > 


day. 2. 
Si F,, désigne la mesure commune des forces Fy, Fi affectée du 
signe + s’il s’agit d’une répulsion, du signe — s'il s'agit d'une 


ÿ 
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attraction, le travail élémentaire de toutes ces forces est la somme de 


n(n-1) termes 
2 


Pate 
(10) dle > Fidr;;, 
Ÿ 


où r;; désigne la distance des éléments a; el qj. 

Je suppose maintenant qu'il s'agisse de forces intérieures de 
contact dans un corps continu, telles que les efforts (ou contraintes) 
qui s’exercent le long de petits éléments de surface, de positions et 
d’orientations arbitraires, donc dépendant de cinq paramètres, que 
l’on peut imaginer dans le système. 

Dans ce cas, la définition du travail exige une extension toute spéciale. 
Voici la définition qu'il y a lieu de donner : 

Les notations concernant la décomposition du système matériel 
donné en petits éléments étant les mêmes que ci-dessus, r, et 9: étant 
les éléments de réduction en A, des efforts exercés sur a; par les 
éléments contigus, le travail élémentaire des efforts intérieurs dans 
le système considéré S est par définition la somme 


(11) = SUV, + que) dé, 


des travaux que donneraient les efforts auxquels chaque élément a; 
est soumis de la part des éléments voisins si chaque élément se 
déplaçait seulement de la translation Ÿ, dt et de la rotation a, dt, donc 
à la manière d'un solide invariable, sans qu’on tienne compte des trois 
dilatations rectangulaires signalées précédemment. 

D'une manière plus précise, d6 est l’intégrale limite de cette 
somme À, lorsqu'on fait tendre vers zéro les dimensions des 
éléments a;. 

Le plus souvent, le couple Ii est d un ordre de grandeur supérieur 
à 3, de sorte que la translation Ÿ, dt peut être seule retenue; la 
formule se réduit alors à 


(12) | do = Ÿ(r,V,)dt. 


Une propriété importante du travail des forces intérieures est d'être 
indépendant des axes de référence. Cette propriété est évidente, car 
les forces qui figurent dans l'expression de ce travail étant deux à 
deux opposées, leur ensemble équivaut à zéro, et par suite, lorsqu'on 
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change de système de référence, leur travail d'entraînement est nul, 
quelle que soit la convention que l'on imagine pour définir les 
déplacements figurant dans la définition. 

IL est très important de remarquer que si l'on avait tenu compte 
des trois dilatations rectangulaires, ce qui eût paru plus logique, on 
aurait obtenu une toute autre valeur pour le travail intérieur. La 
démonstration du théorème du travail virtuel qui sera donnée plus loin 
Justifiera le choix qui a été fait. 

Applications. 

1° Un tambour circulaire S tourne à la vitesse angulaire w autour 
de son centre O. Une lame flexible C,A,BA,C, est en contact 
(avec ou sans frottement) le long de l’arc A BA, avec la surface 
latérale du tambour. 

L’are A, BA, a par rapport au tambour une vitesse de glissement u, 
le sens positif des rotations étant le sens de l’axe fixe Oz vers l’axe 
perpendiculaire Oy. Soient T, et T, les tensions de la lame en A, et A,. 

a) soit à évaluer le travail des réactions de la lame sur le tambour 
par rapport au système de référence eOy. Ces réactions équivalent à 
T, et T,, donc ce travail est égal au travail qu'auraient T, et T,, si 


i 
elles étaient appliquées au tambour S. C'est donc 


(13) TT Ho. 


b) soit à évaluer la somme des travaux des réactions mutuelles 
lame-tambour. 

Ces forces forment un système équivalent à zéro ; leur travail est 
donc indépendant du système de référence. Je rapporte au tambour. 
Seules les réactions appliquées à la lame donnent un travail. Or elles 
équivalent à T, et T, changées de sens; leur travail sur la lame A, BA, 
qui n'est pas déformée est donc 


(14) (T, —T,) u dt. 


c) soit enfin à évaluer le travail des réactions appliquées à la 
lame. 

Ces forces équivalent à T, et T, changées de sens ; leur travail 
est donc 


(15) (T, —T,) (u + Ro) di 
On vérifie que l'expression (14) est la somme des expressions (13) 
et (15). 


2° Calcul du travail des efforts intérieurs dans un corps continu. 
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Je me bornerai au cas classique où les actions à distance qui s'exer- 
cent sur chaque élément de matière ne comportent pas de couple 
de masse et où l'effort qui s'exerce sur chaque élément d’aire de 
est représenté par une force Fds appliquée en un point intérieur. 

Les composantes X, Y, Z de cet effort unitaire F dépendent des 
coordonnées x, y, z du point de l'espace où se trouve l'élément et 
des cosinus directeurs +, 3, y de la normale orientée vers l'extérieur 
du corps auquel elle est appliquée superficiellement. 

Dans l’étude des milieux continus, on établit que ces compo- 
santes X, Y, Z sont linéaires en 2, (, y, les coefficients étant des 
fonctions de x, y, z formant un tableau symétrique par rapport a 
sa diagonale : 

X = Nia T,@ li: 

(16) Y=—=Ta+NB+T,,, 

Z=T,«+-T,6+N,y. 


Si w désigne un petit élément de matière du corps, s, sa surface, 
a, D, y les cosinus directeurs de la normale extérieure en un point 
de cette surface ; pour calculer le travail intérieur dans le domaine 
entier 2, je dois d’abord, par application de la formule (12), former 
la somme géométrique des efforts le long de s; sa composante 
suivant Oz est 


(17) [[(Ne+Te+T yds. 


Par application de la formule d’Ostrogradsky, elle se transforme 
en l'intégrale triple 


(18) ARABE ann 
Jw\ Ox dy 0z 


qui, pour la suite du calcul, peut se remplacer par l'expression équi- 
valente infiniment petite 


oN or oT 
a (ac Meg. 


EN ane Sa Ung 
dx dy d2 

Je dois former ensuite le produit scalaire r, Vet, et l'intégrer dans 

tout le domaine (Q) ; j'obtiens 


FAR TaN oT oT oT oN oT. 
20) o¢ [ does mule 2 ciebai"s 1 
(20) Sfol et + hea (Se RG 
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Mais, pour les éléments w voisin de la frontière S du domaine Q, 
jai tenu compte a tort — puisque ce sont des forces extérieures 
au corps Q, — des efforts le long de S; je dois donc retrancher 
] intégrale 


(2 1) [Se (CON, at T,6 co a) u-- (Ta Pau N,6 Ly) v 
= (T, x aS Te + NY) w | do 


que je transforme par la formule d’Ostrogradsky en une intégrale 
triple que je dois retrancher de l'intégrale (20) ; j'obtiens 


(22) fff [a+ T+ Tv) 
Q dx 
Le (T,u+ N,v+Tw) + (Tu + T0 + N,u)| do ; 


un grand nombre de termes disparaissent dans la soustraction, il 
reste, pour le travail cherché 86, l'expression 


(23) 0G— — de [JON +NE,+Ne,+2T,,+2T,y, + aT ,y, | dw, 


où l'on a posé 


SE du dv dw 
\ Rs On a Dye as oan 
(24) 
PAR Out, Was hs dal ot ne ne 
NME tee ae Pe ony 


Sil s’agit d’un fluide sans viscosité, les T sont nuls, les N sont 
égaux à —p; la formule se réduit à 


(25) 06 — + 84 [ff ple, +e, +4) de. 


e, +, —+e, est, comme on le démontre, la vitesse de dilatation 
cubique au point considéré. 

3° Calcul du travail intérieur dans un fil parfaitement flexible. — 
Soit un fil AB, M l’un quelconque de ses points. Dans le déplace- 
ment considéré, À, B, M, se déplacent de SA, 3B, 3M. : 

Soit T la tension du fil en M dirigée dans le sens de A vers B. 

Pour définir le travail, je dois décomposer le fil en petits éléments, 


182 H. BEGHIN 

soit MM’ l'un d’eux et former les produits scalaires de la forme 
(26) (Ty, — Ty.) 3M = aT OM. 

Le travail cherché est 
(27) 0G— |, ,dT OM — T,0B + T,aA, 


car, dans les deux éléments extrêmes, les tensions en A et B ne doivent 
pas entrer en jeu, puisque forces extérieures. Cette expression se 
réduit à 


(28) 3G—— TM) =— |, ,T3(aM), 


par intégration par parties de l'intégrale (27). 
Si l’on imagine le fil décomposé en petits éléments de longueurs 


lL, L, .…, à, le travail peut aussi se représenter par l'expression 
approchée 

(29) 36= — (TH, +--+ T,3,) = — (TS). 

Théorème du travail virtuel. — Soit un système matériel S quel- 


conque en équilibre ou en mouvement. 

Je considère sa position à l'instant ¢. 

Les divers couples ou forces exercés sur l’un quelconque a, des 
petits éléments, dans lesquels j'imagine le système S décomposé, 
soit par les autres morceaux a qui composent S, soit par les corps 
étrangers à S et les forces d'inertie de a;, forment des systèmes de 
vecteurs dont les éléments de réduction en A, (intérieur à a;) sont 


rs 9:3 r,, gi3-.. et l’on a d’après la loi fondamentale de la Mécanique 
appliquée à a; 


ee 27 7 

7. Le ne 
EL ee RME AMEN no 

git gi+gi+:. —=o. 


Cela posé, j'imagine un champ arbitraire de vecteurs Ÿ que 
j'appelle vitesses virtuelles dans la région occupée par S à l'instant f, 


i 


et je suppose qu'on donne à chaque élément de S, à partir de sa 


position à l'instant ¢, le déplacement infiniment petit Var, 
déplacement supposé effectué avec vitesse finie, dans le temps 
infiniment petit dt (temps virtuel). 


Le petit déplacement de a, résulte de la translation Vide Ns 


sf 


ey + we 


Peel 
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vitesse virtuelle en Aj), de la rotation wdt autour d’un axe issu 
de A; et de trois dilatations rectangulaires. 

D'aprés la définition posée du travail, qui ne fait pas mention des 
trois dilatations rectangulaires, le travail virtuel des forces considérées 
est l'intégrale limite de l'expression 


31) Mit) V+ G4 gi. )olr. 


Ce travail est donc nul, puisque chaque parenthése est nulle. 
C’est le théoréme du travail virtuel qui s écrit 


(32) dû, + db, + d6,— 0 


(d6;, travail virtuel des forces d'inertie ; dG, travail virtuel des forces 
intérieures ; d6, travail virtuel des forces extérieures). Il s’énonce : 

Un système matériel S étant en équilibre ou en mouvement, la somme 
des travaux virtuels de toutes les forces, tant intérieures qu’extérieures 
auxquelles il est soumis, telles qu'elles existent à l'instant t, et des 
forces d'inertie à l'instant t de ses éléments, est nulle dans tout dépla- 
cement infiniment pelit imaginé à partir de la position du système à 
l'instant t. 

Il est essentiel de considérer que ces déplacements virtuels sont 
entièrement arbitraires, respectant ou non la cohésion ou l’impéné- 
trabilité des corps, l’invariabilité des solides invariables, l'incompres- 
sibilité des liquides, etc... conservant ou non les contacts des corps 
entre eux, etc... 

On voit ainsi que le théoréme du travail virtuel est d’une souplesse 
illimitée. 

On sait que le théoréme de la force vive est un cas particulier du 
théorème du travail virtuel ; il suffit de prendre comme vitesses vir- 
tuelles, les vitesses à l'instant ¢ dans le déplacement réel. 

Il est manifeste que ces théorèmes n’existeraient pas si l’on avait 
fait intervenir les dilatations rectangulaires mentionnées ci-dessus dans 
la définition du travail, en particulier du travail intérieur. Cette défi- 
nition du travail, quelque paradoxale qu'elle puisse paraître se trouve 
ainsi parfaitement justifiée. 

Énoncé sous cette forme absolument générale, le théorème du 
travail virtuel contient à lui seul toute la Mécanique. C'est un 
corollaire de la loi fondamentale qui, de son côté, peut se déduire 
très aisément du théorème du travail virtuel. Il est d’ailleurs 
infiniment plus souple qu’elle et conduit souvent a des solutions 
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très élégantes si l'on choisit judicieusement les déplacements virtuels 


que l’on se propose d'utiliser. 

Ce serait mutiler ce théorème que le limiter à des systèmes 
matériels sans frottement et à des déplacements compatibles avec 
les liaisons, alors qu’il s'applique à tous les systèmes, déformables 
ou non, et à tous les déplacements, qu'il soient ou non réalisables 


pratiquement. 


(Parvenu aux Annales en août 1950.) 
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LA NOTION PHYSIQUE D'ÉNERGIE 
VIS-A-VIS DES DEFINITIONS DU TRAVAIL 
ET DE LA FORCE 


par René de POSSEL (Alger). 


1. — En dehors des deux aspects usuels de la Mécanique théo- 
rique, où les systèmes sont présentés comme ensembles de points 
isolés et comme milieux continus, il en est un troisième qui les 
comprend tous deux comme cas particuliers, et qui peut même 
schématiser plus simplement certains systèmes réels. C’est l’aspect 
qui a été développé par M. Brelot puis par moi-même dans une série 
d'articles (voir bibliographie à la fin de l’article). Rappelons qu'il 
consiste à représenter les diverses grandeurs mécaniques par des fonc- 
tions additives d'ensemble ou mesures à valeurs numériques ou vec- 
torielles, et par des intégrales de Stieltjés prises par rapport à ces 
mesures, soit au sens de Riemann, soit au sens de Lebesgue, selon le 
caractère plus ou moins élémentaire qu'on désire donner à l'exposé. 

Entre autres avantages, cette méthode permet d'obtenir une défi- 
nition simple du travail qui s'applique dans tous les cas, et qui, 
d’autre part, s impose sans laisser de choix si on ne veut pas perdre 
de vue toute interprétation physique. 


2. — Rappelons quelques-unes des définitions données dans les 
_ articles cités (voir en particulier de Possel [9])(’). Etant donné un 
corps matériel en mouvement C, la masse m(c) est une mesure 
définie dans C, chaque force répartie (*) # est définie par son vec- 


teur principal S(c), qui existe pour tout corps matériel c mesurable 


(*) Les numéros entre crochets renvoient à la bibliographie à la fin de l’article. - 

(2) Dans le cas d’une mesure vectorielle représentant une force, M. BueLor-emploie 
l'expression « action dynamique ou dyname » (voir [4]). Pour une mesure vectorielle 
quelconque il utilise le terme « résultante » là où nous disons « vecteur principal » 
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par rapport à la masse. Nous admettons d’abord que le moment en O 
de la force & a pour expression 


Go(e)—= [ OM /\ dS 


ou M parcourt le corps partiel c. Ce moment se transforme évidem- 
ment suivant la loi 


(1) Go(c) = Go(c) + 00 À S(c). 


Pour un corps c supposé petit, prenons le moment en un de ses 


points et supposons S(c) de l’ordre du volume de c: le moment est 
alors du 4° ordre au moins par rapport aux longueurs. Si done pour 
une force répartie donnée ce moment était d’un ordre inférieur, la 
force ne serait pas susceptible d’une telle représentation. Nous exa- 
minerons plus loin cette extension. 

Supposons le corps C en mouvement sous l'action des forces 
absolues de vecteurs principaux S,(c). L'équation fondamentale de 
la dynamique s'écrit, dans un repère galiléen, pour tout corps par- 
tel c: 


(2) VS) = ie Tdm. 


3. — Définition du travail et de la puissance. — Supposons 
chaque point matériel M du corps C animé d’une vitesse V virtuelle 
ou réelle. La puissance de la force répartie %, de vecteur principal 
S(c), sera par définition, pour le corps partiel c (M. Brelot [4] p. 19 
et R. de Possel [9] p. 19) 


(3) He) = | V dS. 


2 
Le travail de la force dans un intervalle (t,, t,) est ib £dt (M. Bre- 
lot [4] p. 19). t 

Montrons comment la définition s'applique aux divers cas clas- 
siques pour donner les définitions antérieurement admises. Si, par 


. « . a, 
exemple, on suppose que # se réduit à un vecteur-force unique F 
appliqué en un point matériel P qui change à chaque instant, l'inté- 


> 


grale ci-dessus se réduit bien à Ÿ, -F, 


te. Pen? eee gpa VA te — 
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Dans le cas d'un solide, on a V —V, +0 vi AM, ce qui donne 
en utilisant une propriété de l'intégrale de Stieltjés, 


#(c) = V, - S(c) +o [AM À B=V,- 5c) + à. Ga(c). 


Dans le cas d’un milieu continu C, si on considère la force inté- 


rieure de contact, et si S(c;) est le vecteur principal de cette force 
s'exercant sur la surface de l'élément c,, on retrouve bien pour £(C) 


la limite de WW. Sc.) donnée comme définition par H. Béghin [1]. 


4. — Si la mécanique doit constituer un schéma susceptible 
de représenter certains phénomènes réels, on ne peut évidemment 
pas donner aux quantités qui y figurent des définitions arbitraires. 
En particulier, la définition donnée ci-dessus pour le travail s'impose 
comme nous allons le voir. 

Dans toute application physique de la dynamique, chaque force 
répartie distincte des forces d'inertie est toujours associée à un phé- 
nomène ou à un ensemble de phénomènes physiques susceptible de 
modifier le mouvement du corps considéré C, donc de lui fournir 
de l'énergie cinétique ou de lui en prendre, l'énergie cinétique totale 


du corps étant égale à fa Tam. 
c 2 


S'il y a, par exemple, apport d'énergie cinétique au corps C, le 
phénomène physique inclut la disparition d'une égale quantité 
d'énergie sous une forme différente, par exemple énergie cinétique 
d’un autre corps, énergie potentielle de l'attraction universelle, 
chaleur, etc. 

Supposons d'abord une force répartie # qui agit seule sur le 
corps C. Son travail pendant un intervalle de temps représente 
l'énergie fournie par le phénomène physique associé à & et trans- 
formée en énergie cinétique, conformément au sens physique du 
mot travail. La puissance de % est donc, pour tout corps partiel c, 


D'après l'équation fondamentale (2), on obtient bien l'expression 


(3) Ho) = | V-a. 
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Si plusieurs forces réparties, associées à des phénomènes phy- 
siques différents, agissent simultanément, nous devons admettre le 
principe de l'indépendance des effets des forces, qui peut s'exprimer 
en disant que chacune d’elles fournit au corps la même puissance 
que si elle agissait seule sur lui, le corps étant animé à cet instant 
des mêmes vitesses. Il faut donc prendre pour valeur de la puissance 
de chacune des forces la même expression (3). 

Cnsidérons maintenant un mouvement dit virtuel dans lequel, à 


l'instant considéré, le corps a des vitesses W(M) quelconques, ne 
respectant éventuellement ni les liaisons imposées, ni l'impénétra- 
bilité des différentes parties du corps (voir ci-dessous§ 9). Pour 
évaluer la puissance d'une force répartie % lors d’un tel mouvement 
virtuel, on peut admettre qu’un expérimentateur assez habile 
parviendrait, en mettant en jeu des phénomènes physiques appro- 
priés à réaliser un mouvement réel ne respectant plus au besoin 
aucune des liaisons initialement imposées, et dont les vitesses à 
l'instant initial seraient précisément W(M). Ce mouvement aurait 
lieu sous l’action simultanée de ¥ et des nouvelles forces introduites 
par l’expérimentateur. 
Nous prendrons donc comme définition de la puissance de & : 


ao) = | W.8. 


5. Examinons le cas, plus général, où le moment en O de la 
force répartie # n'est plus, comme nous l’avons supposé, égal à 


{MAS 


[6, 8, g]. Ceci correspond au cas envisagé par H. Béghin [1] où le 
moment de la force pour un petit corps c pris en un point de ce 
corps est du 3° ordre par rapport aux longueurs. 

La force # est un ¢orseur réparti défini par son vecteur prin- 


cipal S(c) et par son moment Go(c) assujetti simplement à se trans- 
former suivant la loi 


Go-(c) = Go(c) — 00 A Sc). 


Nous nommons moment pur de la force # la mesure vectorielle 


(7) 4c) = Cole) — { OM À dS 


aah Prete ws om 
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qui est indépendante de O comme on le vérifie immédiatement. 
Si 6(c) est toujours nul, le torseur est dit pur. 
On peut admettre, comme nous l'avons fait [6, 7, 8, 9], que la 
force d'inertie est toujours un torseur pur. L'équation fondamen- 


tale (2) devra être complétée par l'égalité Vale) =o, où les 5, sont 


k 
les moments purs des diverses forces absolues. Mais on peut aussi 
supposer que la force d'inertie a elle aussi un moment pur non nul 
&(c) ; ce serait le cas pour un milieu doué de spin (voir O. Costa de 
Beauregard |5]). On aurait alors 


(ce) Vax(c) = 


Quoi qu'il en soit, l'expression du travail donnée par H. Béghin 
revient dans ce cas à prendre pour la puissance la limite de la 
somme 


Wu: Sc) +3, Eu(c)), 
Ld 
i 
C étant subdivisé en petits corps c;, M; désignant un point de ¢;, et 
6; étant le tourbillon en ce point. Cette limite s’écrit, d'après (7), 


(8) [ W-d+ { 6(qGo—OM À B) = [WB +5. de, 
C Cc C 


1 — = 
avec © — — rot W. 
2 


Comme le montre H. Béghin, cette expression conduit bien au 
théorème des travaux virtuels sous sa forme générale. Mais repré- 
sente-t-elle toujours la puissance de la force au sens physique du 
mot? L'exemple qui suit est destiné à montrer que, pour répondre à 
cette question, il faudrait d'abord préciser d'avantage l'interprétation 
physique de la notion de force, en particulier dans le cas où la force 
n'est pas un torseur pur. 


6.— Pour mettre en évidence les difficultés que présente alors la 
définition de la puissance, revenons sur un cas particulier que nous 
avons déjà étudié ailleurs ([6] et [8]). we - 

C’est le cas où on considère une force répartie # pouvant être non 
pure, de vecteur principal S(c), comme schématisant une force 
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pure ® dont le vecteur principal T(c) subit de fortes variations d’un 
point à un autre dans des corps partiels très petits, et peut être rem- 
placé par une moyenne S(c) quand c n’est pas trop petit et a une 
forme assez simple; de plus le moment en O de © est supposé égal 
à celui de 7. 

Ces moments ont pour valeur commune 


tates k OM A a, 
et le moment pur de & est 


Be) = [OM AaT— [ON A B= | OM A &, 


en posant 7(c) = T(c) —— S(c). 

Moyennant des hypothéses générales de régularité, nous avons 
montré que dans ce cas les dilatations interviennent dans l’expres- 
sion de la puissance de ®. Celle-ci est égale à l'expression (8) aug- 
mentée du terme 


(9) = J PE 


avec 


1 /ow' | dw! ÿ Eda (hy men 
a — + — |; u.4(c) —=— ‘dv xd: ke 
Ii Ae BI ete) 2 AK einai 


les w' étant les coordonnées de la vitesse et les 1 celles de +. On 
reconnaît en (9) l'expression de la puissance d’une tension dans un 
milieu continu. 

Il peut arriver, en se plaçant à ce point de vue, que la force % 
ait un vecteur principal et un moment identiquement nuls sans que 
sa puissance soit nulle. Donnons-en un exemple simple. 

Supposons ® constituée par un très grand nombre de petits 
couples dont chacun est formé de deux vecteurs-force opposés de 


longueur f, parallèles au plan æ'Ox* faisant avec Oz" des angles >. 


et «+7 et appliqués aux extrémités d'un segment B,A, parallèle 
à Ox' et de longueur d,. De plus la répartition est telle que 


Pix 


ee 
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pour un volume unité ( fixe). On a alors 


= doué \ - 
eC) eet oF ue) = Var frcos., u"(e) = Va, x SIN a, 


An, Bree Ax, Bec 
tous les autres (ec) sont nuls. 
En désignant le volume par v(c), on a 
_ epee 
u.''(c) == cos + : v(c), Lie) rs Asin «+ v(c), 


Q(c) = cos x | guide + sin à [ gute. 


Cette expression fait bien intervenir les dilatations. 

En particulier, supposons & — 0 : tous les couples ont un moment 
nul, la force ¥ a un vecteur principal et un moment nuls, mais la 
puissance de la force ©, toujours schématisée par du point de vue 
où l'on s'est placé, n'est pas nulle en général, puisque égale à 


7. — Définition de la force à partir de l’énergie. 


Nous avons vu plus haut comment la nécessité de respecter l’in- 
terprétation physique du travail conduit à une définition simple de 
celui-ci. Un procédé analogue permet de définir la force à partir de 
l'énergie comme l'avait tenté Hertz au siècle dernier. Les avantages 
d'une telle définition sont nombreux. Citons-en trois : 

a) Des trois notions de force, masse et énergie, seule la dernière 
a résisté aux assauts des mécaniques nouvelles. 

b) Le calcul des forces électrostatiques el électromagnétiques 
s'effectue d'ordinaire par l'intermédiaire d’une énergie. 

c) Dans les problèmes de mécanique les plus classiques, tels que 
ceux qui sont actuellement donnés aux divers examens et concours, 
c’est généralement l'énergie acquise par le système pour certains 
mouvements qui figure dans les données, et non les forces. Ces 
derniéres restent méme souvent inconnues, la réalisation de cer- 
taines liaisons n’étant pas précisée. 

Nous avons déjà indiqué ailleurs une telle définition de la force 
([g], p- 28 et 29). Nous nous proposons d’y ajouter ici quelque 
précision. 

Chacun des phénomènes physiques donnant lieu à une force 
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répartie (absolue au sens de Painlevé), est envisagé comme une 
source d'énergie susceptible de fournir au système de l'énergie 
cinétique, ou de lui en prendre. Le mouvement du système donne 
lieu à des échanges entre ces sources et son énergie cinétique. Le 
repère est, bien entendu, supposé galiléen. 

Admettons que l’une de ces sources, pour un mouvement quel- 
conque du système (virtuel ou réel), fournisse à chacun de ses corps 
partiels c une puissance qui soit fonction du champ des vitesses W, 
soit Re, W), bien que cette puissance ne soit souvent connue que 
pour certains mouvements particuliers. Si la force répartie corres- 
pondante existe, et a pour vecteur principal S(c), on doit avoir 


(10) #(c, W)— [W.d. 


£ est dans ce cas une mesure par rapport à c, et une fonctionnelle 
linéaire par rapport a W. 

Admettons à priori, sans supposer l’ewistence de la force, que Æ soit, 
pour W fie, une mesure définie pour tout borélien c, et, pour c fixe, 
une fonctionnelle linéaire continue de W (c'est-à-dire telle que 


IW|<M 

entraîne |£(c, W)| < AM, A étant une constante ne dépendant que 
de c. L’existence d’une mesure vectorielle S(c) telle que l’égalité (10) 
ait lieu résulte alors du théorème de F. Riesz sur la représentation 
d’une fonction linéaire continue par une intégrale de Stieltjes. 

Le théoréme de F. Riesz est classique sous la forme scalaire, 
mais il s’étend sans peine à la forme vectorielle qui se rencontre ici, 
ne serait-ce qu'en passant aux coordonnées. 


8. — Énoncés énergétiques de la loi fondamentale de la dyna- 
mique. 

Le repère étant galiléen, et W étant un champ de vitesses vir- 
tuelles quelconque. considérons toutes les sources d'énergie qui 
agissent sur le système; soient £{c, W) leur puissance, T l'accéléra- 
tion réelle de chaque point. La loi fondamentale de la dynamique 
s'écrit alors ([9] p. 29) sous la forme du principe de d’Alembert : 


(11) Yale W)— Ww Lam. 


PART NS ee 


Oe RE EN CRE ee GA oe = à 
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Nous allons en donner trois autres énoncés équivalents : 

a) Considérons un mouvement virtuel Ab dans lequel, à l'instant 
considéré, les positions et les accélérations conservent leur valeur réelle, 
les vitesses étant égales à W. La dérivée par rapport au temps de 
l'énergie cinétique, ou puissance cinétique, est, dans ce mouvement, 


(12) H(c, W) oe [Van [Ww -Pdm. 
dt J. 2 5 
L'égalité (11) s'écrit 
(13) V 2(c, W)=n(e, W), 


— 

t 
et exprime que, dans le mouvement .lb, {a somme des puissances des 
sources est égale à la puissance cinétique. 

Dans le cas particulier du mouvement réel, on retombe sur le 
théorème de l'énergie cinétique. 

b) La loi fondamentale s’énonce encore en disant que la conser- 
valion de l'énergie doit avoir lieu, non seulement pour le mouvement 
réel, mais encore pour tout mouvement .tb défini ci-dessus en a). 

c) Considérons la configuration du système à l'instant ¢ dans son 
mouvement réel. 

Supposons que l’on communique aux divers points du système 


des vitesses arbitraires W, et qu'on l’abandonne à lui-même, les 
sources d'énergie restant identiques (ce qui peut s'exprimer en 
disant que les forces n’ont pas changé). La loi fondamentale s'énonce 
alors ainsi: 

1) Dans le mouvement ‘Yb que prend le système, les accélérations 
iniliales ne dépendent pas des vitesses W. 

2) Il y a conservation de l'énergie. 

En effet, les accélérations sont alors les mêmes que dans le mou- 
vement réel, et la conservation de l'énergie au cours du mouvement 
Tv s'exprime par l'égalité (13). On en déduit les égalités (12) et (11). 


9. — Extension de la définition d’un corps en mouvement. 


Adoptant dans ce qui précède le point de vue de M. Brelot, nous 
avons admis que le corps C, à l'instant { est en correspondance biuni- 


voque avec un ensemble fixe K par une fonction OM =/f(P, t);P par- 


courant K, qui définit le mouvement. Les ensembles considérés sont 


supposés boréliens et bornés. 
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La correspondance biunivoque ne permet pas de schématiser sim- 
plement certains systèmes, comme par exemple le suivant: une 
surface matérielle déformable dont deux portions S et S’ viennent 
se toucher à partir d'un certain instant, alars que deux forces répar- 
ties sont appliquées respectivement à ces portions. Il faut admettre 
la coïncidence mathématique de S et S’ si l'on veut éviter des 
complications. 

Il nous a paru préférable de supposer que la fonction f(P, t) peut 
prendre la méme valeur en plusieurs points de K à un méme instant t 
(voir [8] p. 14). 

Il suffit de remplacer toute mesure ou intégrale définie sur C, par 
une mesure ou une intégrale définie sur K ; en particulier la masse 
sera une mesure » définie sur K pour les boréliens. 

Un corps partiel c à l'instant ¢ sera défini par une partie À de K 
borélienne, et par la fonction fie, l) restreinte à k. 

Le vecteur principal d'une force répartie à l'instant { sera une 
mesure vectorielle S\(c) définie sur K. Un champ de vitesses W sera 
donné sur K. La puissance de la force pour le champ de vitesse 
sera 


#(k) — jw dS,. 
k 


Toutes les mesures rencontrées, numériques ou vectorielles, 
seront définies pour les parties boréliennes de K. Les ensembles- 


images correspondants donnés par la fonction OM —f(M, t) seraient 


alors des ensembles analytiques quelconques si la fonction f était 
simplement assujettie à être continue. 


10. — Enfin, on est amené à considérer des systèmes dans les- 
quels des points matériels apparaissent et disparaissent à chaque 
instant : par exemple le mouvement permanent d’un fluide, limité à 
un volume fixe de l'espace qu'il traverse, ou encore une fusée qui 
émet des gaz. 

En ce cas, les considérations précédentes ne s'appliquent qu'en 
prenant pour corps C une partie seulement de l’ensemble des points 
matériels qui appartiennent au système à un instant t,, partie choisie 
de telle façon qu'elle continue à lui appartenir durant un intervalle 
de temps (é,, ¢,) contenant ¢,. Il faut admettre que le système peut 
être décrit en entier au moyen de tels voisinages spatio-temporels. 
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NOTIONS DE GRILLE ET DE TUBE 
par J. KUNTZMANN (Grenoble). 


Les notions dont le calcul numérique s'occupe habituellement, 
fonction, etc. ne paraissent pas lui être spécialement adaptées. Nous 
présentons ici deux notions nouvelles répondant à ce besoin. 


Lemme sur les intervalles. 


Deux ou plusieurs intervalles sont dits sécants s'ils ont au moins 
un point commun. Pour que x intervalles soient sécants, il faut et 
il suffit qu'ils soient sécants deux à deux. 

En effet, si les intervalles 7,, i,, i,, ..., i, sont sécants deux à 
deux, les deux premiers ont en commun un intervalle j,, (qui peut 
être réduit à un point). L'un des intervalles à, par exemple n’a 
aucun point à droite de j,,, l’autre n’a aucun point à gauche de },, ; 
i, est sécant pour j,,, en effet dans le cas contraire il est à droite ou 
à gauche de j,, et par suite n'a pas de point commun soit avec à, 
soit avec i,. On continue le raisonnement avec i,, ..., ty. 

Remarque. — Le même raisonnement est valable dans le plan 
pour les rectangles à côtés parallèles à Ox et Oy. Il suffit de remar- 
quer que l'intersection de deux rectangles est un rectangle dont les 
projections sont les intersections des projections. 


Grille. — Une grille s'obtient en considérant un ensemble fini 
de valeurs de x, à chacune desquelles on fait correspondre non pas 
une valeur f(x) mais un intervalle d'incertitude (de longueur en prin- 
cipe indépendante de la valeur considérée). En général, nous nous 
donnerons cet intervalle par sa valeur centrale et sa demi-longueur i 
que nous appellerons l'incertitude. Exemples. Résultats de mesures. 


Tube. — Un tube s'obtient en considérant une variable x parcou- 
rant un intervalle et en faisant correspondre à chaque valeur de x, 
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non pas une valeur de f(x), mais un certain intervalle d'incertitude 
(en principe de longueur indépendante de x). Nous appellerons 
encore incertitude et nous désignerons par à la demi-longcur de 
cet intervalle. Exemples. Graphique d'un appareil enregistreur. 
Nous appellerons fonction un tube dont l'incertitude est nulle. 


Opérations élémentaires sur les tubes et les grilles. 


On dit qu'un tube, une grille A contient un tube, une grille B si 
chaque intervalle d'incertitude de B est contenu dans l'intervalle 
d'incertitude correspondant de A. 


Remarque. — Une grille ne peut contenir un tube. 

On dit que deux tubes, deux grilles, un tube et une grille sont 
compatibles si les intervalles d'incertitude relatifs à une même valeur 
de x ont une partie commune dès qu'ils existent tous deux. 

D'après le lemme sur les intervalles, pour que x grilles ou tubes 
soient compatibles dans leur ensemble, il faut et il suffit qu'ils soient 
compatibles deux à deux. 


I 
GRILLES OU TUBES PARTICULIERS 


Grille ou tube nul. 


Une grille, un tube sont dits nuls s'ils sont compatibles avec la 
fonction identiquement nulle. 


Grille ou tube polynomial de degré n. 


Une grille, un tube sont dits polynomiaux de degré n s'ils sont 
compatibles avec un polynome de degré n. En particulier, on par- 
lera de grille ou tube constant, linéaire, quadratique, etc. 


Grille ou tube localement polynomial de degré n. 


Un tube sera dit L-polynomial de degré n si toute section de lon- 
gueur L est polynomiale de degré n. 

Pour une grille, on comptera soit la longueur de l'intervalle, soit … 
le nombre de points consécutifs. Une grille sera dite L-polynomiale 
(ou N-polynomiale) de degré n si toute section de longueur L, ou 
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toute section formée de N points consécutifs est polynomiale de 
degré n (N S>n-+ 2). 


Caractérisation des grilles polynomiales de degré n. 


On suppose la grille donnée par son incertitude et par les milieux 
d'intervalles : 
m,, m m 


EC ne 


On forme avec les différences n°" divisées un tableau à n +1 
entrées. Une condition nécessaire et suffisante pour que la grille 
soit polynomiale de degré n est que les intervalles d'incertitude de 
ces différences divisées soient sécants. 

En effet, les intervalles d'incertitude des différences premières 
contiennent les différences premières du polynôme. Les intervalles 
d'incertitude des différences secondes contiennent les différences 
secondes du polynôme, etc. Pour les différences n°"* le polynôme 
se réduit à une constante, donc les intervalles d'incertitude sont 
sécants. 

Inversement, on peut supposer démontré, que si les intervalles 
d'incertitude des différences n — 1°" sont sécants, la grille est poly- 
nomiale de degré n — 1. Or, si les intervalles d'incertitude des diffé- 
rences n°" sont sécants, on peut par addition d'un polynôme de 
degré n se ramener au cas où ces intervalles contiennent tous zéro. 
Cela revient à dire que les intervalles d'incertitude des différences 
n— 1°" sont sécants donc que la nouvelle grille est polynomiale 
de degré n — 1. La grille proposée est bien polynomiale de degré n. 


Calcul pratique. 


Montrons maintenant comment on peut opérer praliquement 
pour reconnaitre avec le moins de calcul possible si une grille est 
polynomiale de degré n ou non, 

Remarquons d’abord que si n n'est pas fixé à priori, on en obtien- 
dra une borne inférieure en formant seulement certaines différences. 
Supposons, par exemple, que la grille soit équidistante (c'est-à-dire 
que les valeurs de x soient équidisiantes), on pourra former les 
différences ordinaires. Pour que la grille soit polynomiale de 
degré n, il faut que les différences n + 1°" soient toutes inférieures 


x n+1: 


NC LE 
. ad LA A A 
Pour rendre le critére plus efficace, on aura souvent intérét a 
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prendre des points régulièrement espacés aussi écartés que la grille 
le permet. 

Supposons n fixé. On peut soustraire de la grille des polynomes 
convenables de degré n au plus de manière à ramener autant que 
possible les intervalles d'incertitude à contenir zéro. 

Si l’on peut effectivement ramener tous les intervalles d’incerti- 
tude à contenir zéro, la grille est bien polynomiale de degré n. Dans 
le cas contraire, on découvrira assez vite des intervalles d'incertitude 
de différences n°" qui ne sont pas sécants et la grille n’est pas poly- 
nomiale de degré n. Dans l’un et l’autre cas, l'habileté du calcula- 
teur joue un rôle essentiel. 

Nous allons traiter quelques exemples. 

Soit la grille : 


geo. + 2 oa 5 6 8 9 


7 
O o 1/2 —1/2 0 —t —1/2 —1/2 0 Oo 


avec i— 1/2. On demande si cette grille cst quadratique. 

Cherchons des différences secondes aussi grandes que possible 
avec une faible incertitude et des différences secondes aussi faibles 
que possible avec une faible incertitude. Par exemple : 


d(2, 5, 8) donne (1/36, 9/36) 
d(0, 2, 5) donne (— 19/60, 1/60) 


qui est non sécant avec le premier, donc la grille n’est pas quadra- 
tique. 
Méme problème, mais en enlevant le point x — 0. 
Multiplions par 36 et enlevons de chaque terme 2*/36. 
On trouve alors une grille linéaire. La grille proposée est compa- 
tible par exemple, avec : 
x — 137 +22 
36 


Mémes données que plus haut, mais en cherchant si la grille est 
cubique. 


Tenant compte des résultats trouvés plus haut, nous multiplions 
par 720 et formons 3 (0, 2, 5, 8). 
On trouve l'intervalle d'incertitude : 
(— 51, — 1). 


Cherchons un polynome du 3° degré donnant comme différence 
divisée relative à ces quatre points — 1, soustrayons ce polynome 


NY Cm ir 


ann = am ton 
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de la grille et déterminons la parabole du deuxième degré compatible 
avec les intervalles d'incertitude de : 


‘cae Po: hated 
On vérifie qu'elle est compatible avec tous les autres; la grille 
proposée est donc cubique et compatible par exemple, avec : 
D" + 5a” — 194r + 360 
720 


Caractérisation de tubes. 


Sous la forme où ils ont été donnés, les critères s'appliquent 
immédiatement au problème de reconnaître si un tube est polyno- 
mial de degré n. 

Par exemple en formant les différences de sin x de 15 degrés en 
15 degrés de o à go degrés, on se rend compte que si l'incertitude est 
1/2. 10° le tube n'est polynomial que pour un degré au moins égal à 5. 

Cherchons s’il est bien polynomial de degré 5 (dans toute la suite 
on prend pour x une unité égale à 10 degrés). 

En partant de l'interpolation donnée par Willers(‘) (p. 87) (avec 
une faute de signe) et en continuant à travailler empiriquement le 
tube obtenu, on trouve comme écarts entre : 

10° sin & 
et 
16 6672 — 635,46x(x — 3) — 72,6x(x — 3)(x — 4,5) 
+ 2,722 — 3)(x — 4,5)(a — 6) + 19 — 4x 
+ 0,091(7— 0,3)(x — 2,25)(x — 4,6)(x — 6,6)(x — 8,95) 
— 0,025(x — 0,3)(x — 2,25)(x —6,5)(x — 9) 


pour z variant de 0,5 en 0,5 


— 1,3 1,2 1 0,3 —o,5 —o0,6 —o,6 0,1 0,4 
0,87 0,1 0,8 5 ~— 0,5. 9,1-0,9.-0,9 50,0. 


A ce degré d’avancement, formons des différences 5°"* divisées. 
Choisissons d’après l'allure de la grille : 
5 (o, I, 3, 4,5, 7; 9) 
d'une part, et 


Oise a,bmohsbey ireB2:190) 
de l’autre. 


(*) Practical Analysis Dover Publications, 1947. 
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En utilisant une table de sinx à 7 décimales, on trouve comme 
intervalle d'incertitude pour ces différences cinquièmes divisées (en 
gardant comme incertitude pour les valeurs de sinx : 1/210°) 

0,0999423 + 0,0069958 
et 0,0805198 + 0,0104027. 

Ces deux intervalles n’étant pas sécants, le tubé considéré n’est 
pas polynomial de degré cinq. 

Montrons que le même tube est polynomial de degré 5 si l'on se 
limite à l'intervalle (0,60) degrés. Prenons sur cet intervalle les 
abscisses de Tchebicheff d'ordre 6. 


L’interpolation en ces points donne une erreur majorée par : 


sin 60" / x \° 
32.6!\6 /” 


quantité qui est de l’ordre de 1/12. 10’. 


Il 


INSERTION DE VALEURS DANS UNE GRILLE 


Soit une grille possédant certains caractères ; insérer dans cette 
grille la valeur a de x, c’est déterminer une valeur centrale : 


m(a) 
et un NE d'incertitude de longueur 2ÿ tels que la grille 
complétée par cet intervalle possède encore les mêmes caractères. 
(On obtient ainsi une grille dont tous les intervalles d'incertitude 
n'ont pas la même longueur.) 
On peut faire des insertions simultanées de valeurs : 


AO cb, dE, etc. : 


x 


Si l’on a déterminé séparément des insertions relatives à a, b, c, 
il n’est pas cerlain que les intervalles correspondants forment une 
insertion simultanée. Une insertion de a est dite non restriclive si 
elle forme avec n importe quelle autre insertion (relative à une valeur 
quelconque b) une insertion simultanée. 


Insertions dans une grille polynomiale de degré n. 


Le problème est visiblement possible et même avec une incer- 
titude aussi petite que l’on veut pour une insertion ordinaire. 
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Pour une insertion non rectrictive on utilisera le théorème suivant : 

Les valeurs prises pour un polynome de degré n compatible avec 
une grille polynomiale de degré n formentun intervalle I. En effet, 
d’aprés la formule d'interpolation de Lagrange ces valeurs sont 
bornées et les arbitraires qui y figurent rationnellement parcourent 
des intervalles. La propriété en résulte. On obtient les insertions 
non restrictives en prenant un intervalle d’incertitude contenant I. 


Emploi des formules d’interpolation pour les insertions. 
Pour les n+ 1 valeurs de la variable 


DD a ne 


appartenant à la grille, on applique la formule d’interpolation en 
utilisant comme valeurs de la fonction des valeurs quelconques des 
intervalles d'incertitude. Toutes les valeurs trouvées forment un 
intervalle définissant une insertion non restrictive. Le centre de cet 
intervalle s'obtient en appliquant la formule d’interpolation aux 
valeurs centrales. La quantité 7’ s'obtient en prenant la formule 
d'interpolation et en y remplaçant les valeurs de la fonction par 
+i. Le signe à prendre est + pour les deux points qui encadrent x 
puis allernativement — et + en s’écartant de x vers la droite et 
vers la gauche. 

Un polynome de degré n pouvant étre considéré comme un poly- 
nome de degré au plus égal à n’ (n’ > n) les formules d’interpolation 
de degré n’ > n fournissent également une solution au probléme, si 
la grille contient au moins n’-+-1 points. 

Sur le problème de rendre 7’ aussi petit que possible, lorsqu’on 
utilise des points consécutifs d’une grille équidistante, voir par 
exemple: Tietze, Eine Bemerkung zur interpolation, Zeit. math. 
phys. 64 1916, p. 76. 

Il faut remarquer qu'on ne minimise pas v’ en interpolant sur des 
points consécutifs. 

Soit par exemple une grille polynomiale de degré 5 formée des 


13 valeurs : 
Os 1, Mr IRD 


Si l'on interpole entre points consécutifs 6, 1. ..., 5 on trouve 
pour æ— 0,5 P= 3:00" 1 
Si l’on interpole aux points 0, ie 4, 8, 11, 12,0n trouve" 


i = 1,281. 
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Insertions dans une grille localement polynomiale de degré n. 


Considérons une grille G, formée des valeurs : 


et polynomiale de degré n sur toute section comportant n+-2 points. 
Soit x une valeur comprise entre a, et a,. Si l’on interpole aux 
points : 


et aux points ; 


a a 


p? p+i? ….s 
on obtient deux intervalles d'incertitude. Montrons que ces inter- 
valles sont sécants. 

Leurs longueurs ne dépendent que des points a,, a,, a,,, et de 


l'incertitude de la grille. L'écart de leurs centres s écrit : 


(a —a,)(x—a,)...(w-—a,)0(a,, a, .……, An, ,) 
+ (x —a,)(a@—a,)...(@ —a,,,)8(@,, a, «+5 a,,) 


“ss SE (x re a,)(w ss dy) et (x we: Ons pr) Gp y": An x p)- 
Considérons la grille G, qui correspond aux mêmes valeurs 


TRE: SS a 


n+p 


à la même incertitude et aux valeurs centrales : 
+i, — i, +i, —i, etc. 


Pour cette nouvelle grille, chaque terme de l'écart est maximum 
en valeur absolue et ils ont tous le méme signe. Cette grille réalise 
donc le maximum de l'écart. Or c’est une grille nulle et toutes les 
interpolations y sont bien compatibles. 

Par contre, il se peut qu'aucun de ces intervalles ne laisse à la 
grille son caractère localement polynomial. Soit par exemple la 
grille d'incertitude : : 


2 0 RE MS LD 
—15 —1 1—71 pv 15. 


Elle donne quand on interpole pour æ— 92,5 avec les points 


1, 239 
eRe 5 


gee 
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a : à 
qui n est pas une insertion respectant le caractère quadratique de la 
section : 


Dey =D 
(la seule parabole du second degré compatible avec cette grille est) : 
2 + h(x — 2)(x — 4) 


et elle n’est pas compatible avec l'intervalle : 


L'interpolation ordinaire ne résout donc pas le problème de l’in- 
sertion dans une grille localement polynomiale. Nous appellerons 
intervalle total d’interpolation la réunion des divers intervalles d’in- 
terpolation. Si l’on prend comme intervalle d'incertitude un inter- 
valle contenant l'intervalle total d'interpolation, on réalise une 
insertion non restrictive. 

Soit une grille localement polynomiale de degré n et équidistante, 
déterminons un intervalle contenant l'intervalle total d’interpolation. 


1° cas — n impair. — On interpole en prenant Deer points 
2 


à droite et autant à gauche. On adopte cette valeur avec comme 
incertitude la somme de l'incertitude correspondant à l’interpolation 
avec n points à gauche et de l'écart des valeurs centrales de ces deux 
interpolations. 

Pour n — 3 on trouve ainsi 2,625 à pour un milieu d'intervalle. 


2° cas — n pair. — On prend l'interpolation de Bessel comme 
valeur centrale. L’incertitude s'obtient en ajoutant l'incertitude de 
l'interpolation avec n points à gauche et l'écart maximum des valeurs 
centrales de ces deux interpolations. 


(Parvenu aux Annales en décembre 1950.) 
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VARIATION DU MODULE D’YOUNG D’UN FERRITE 
AVEC LA DENSITÉ 


par Louis WEIL (Grenoble). 


La détermination du module d’Young des comprimés frittés. — 
Les diverses mesures de module d’Young qui ont été faites sur les 
produits frittés métalliques (Squire, Bartels) et non métalliques 


(AL, par Rischkewitch, 
cité par Bartels) avaient 
pour but de suivre l'évo- 
lution de l'agglomération 
des grains; elles ont ré- 
vélé une variation régu- 
hére de E avec la densité. 
Partant de ce résultat, 
nous avons cherché a 
déterminer à l’aide d’une 
extrapolation, pour un 
ferrite mixte de nickel 
et de zinc, 
Fe,0,Ni, ,Zn, ,O, 

la valeur du module 
d’Young du ferrite mas- 
sif, qu'il n'était pas pos- 
sible de préparer. 

La méthode générale- 
ment appliquée (Kieffer 


160 170 180 190 200 210 FRKHz 
Fig:1 


ct Hotop) pour la mesure de E dans les agglomérés frittés consiste 
à mettre en vibration sonore ou ultrasonore l'échantillon étudié et, 
en faisant varier la fréquence d’excitation, à déterminer la réso- 
nance, d’où E par les formules classiques. 
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Excitation des vibrations par magnétostriction. — Le ferrite que 
nous avons étudié a une grande perméabilité initiale : » est, suivant 
les échantillons, de quelques centaines à quelques milliers d'unités. 
Comme les considérations théoriques sur la perméabilité initiale 
permettent de s’y attendre, sa magnétostriction à saturation est très 
faible. 

Il est aisé de montrer, en s’aidant de considérations classiques 
(Rocard) que le fonctionnement d’un circuit magnétique en oscilla- 
teur de magnétostriction dépend de R,/R, rapport de la résistance 
électrique motionelle à la résistance électrique c’est-à-dire, en défi- 
nitive de la quantité 


f étant un coefficient fonction de la résistance de rayonnement et 
des frottements internes, L la self, n le nombre de spires et E le 
module d’Young. 2 est donné par la relation A(d///)—}AH. x est 
sans rapport simple avec la magnétostriction à saturation : pour le 
ferrite utilisé celle-ci est de 1,3.107° alors que À passe par un 
maximum de 0,4.10 * au voisinage de B= 800; pour le ferrite 


x 


de cobalt dont la magnétostriction à saturation atteint 160.10 -° 
À ne dépasse pas 0,1. 107°. 

Pour un circuit homogène, de forme et de bobinage déterminé, 
E?/f détermine la valeur de R,/R. Pour améliorer le fonctionne- 
ment, il faut prendre ’ aussi grand que possible. D’autre part, il y 
a intérêt à travailler avec peu de spires, ce qui conduit à rechercher 
un matériau de grande perméabilité. Ces deux conditions sont 


satisfaites simultanément pour le ferrite étudié. 


, 


La mesure au Q-mètre. — La puissance rayonnée est maximum 
lorsque le circuit magnétique entre en résonance mécanique ; au 
point de vue électrique ceci se traduit par une augmentation appa- 
rente de résistance, donc une chute de Q — Lu/R. 

A l’aide d’un Q-mètre classique, nous avons donc tracé la courbe 
représentant Q en fonction de la fréquence. La figure 1 montre les 
courbes obtenues pour un circuit polarisé par divers champs continus : 
en l'absence de champ continu, on n’observe aucune anomalie de Q 
car alors À — 0. On obtient une bonne détermination de la fréquence 
donnant Q minimum en saturant préalablement le circuit magné- 
tique et en opérant au voisinage de la rémanente. Nous avons adopté 
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cette méthode de polarisation, plus pratique que l'introduction d’un 
champ continu superposé, dans la suite de nos mesures (fig. 2). 
Nous avons détecté la résonance mécanique par le minimum de Q 
plus facile à observer dans le cas des partiels, plutôt que par Lars 
malie d’impédance électrique, dont la figure 2 bis, représentant la 
capacité d’accord en fonction de la fréquence, est une illustration. 


Fig 2 


Nous avons vérifié que, à quelques millièmes près, la fréquence 
de résonance est indépendante du nombre de spires: une augmen- 
tation du nombre de celles-ci tend à l’abaisser et rend la résonance 
moins aigué. L’immersion dans un liquide aplatit également la 
courbe, sans déplacer de maniére appréciable le minimum de Q. On 
peut donc considérer que, à quelques millièmes près, les fréquences 
de résonance que nous avons déterminées sont bien des caractéris- 
tiques du matériau. 


Application de la méthode à des anneaux. — Nous avons effec- 
tué les mesures sur des anneaux à méridienne rectangulaire, obtenus 
par compression et frittage à 1 200°, portant un bobinage, en fil de 
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1/10°, d’une centaine de spires. Kuntzmann a montré que la for- 
mule donnant la fréquence de résonance (Love) 


E x 
N=—4/-Vi-+p 
anrV 6 


établie pour des tores de faible section méridienne, de rayon moyen r, 
de module d’Young E et de masse spécifique p, n était valable que 


pour le fondamental (p = o) dans le cas de nos anneaux. On a pour 
ceux-ci 


ATRG/E 7 CSA 
@ Nr n CEE D ace EN 
r 


La connaissance des partiels suivants est sans intérét expérimental. 

Les échantillons ont été de trois types dont les dimensions 
moyennes sont résumées figure 3. Avec les tores de faible épaisseur 
radiale, nous avons réussi, en général, à mesurer avec précision la 
fréquence du premier partiel (fig. 2, par ex.). Pour l'anneau 4, par 


a 


AVANNY 
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exemple, la théorie prévoit N,/N, = 1,394 et l'expérience donne 
1,39. Pour les anneaux 10 à 13, de faible épaisseur radiale, N,/N, 
ne s écarte pratiquement pas de \/2- 

Nous avons réuni(') au tableau I les valeurs de E déduites du 
fondamental à l’aide de la formule (1). Nous avons supposé que la 
valeur de » déterminée par pesée et mesure de dimensions est uniforme 
dans l'échantillon. On sait (Kieffer et Hotop, par exemple) que cette 
condition n'est pas remplie à mieux que quelques pour cent près 
dans les agglomérés obtenus par compression. Il en résulte des 
fluctuations de E particulièrement sensibles pour les échantillons 
très denses, c’est-à-dire comprimés sous une pression spécifique 
élevée. 


Variation de E avec la densité. — La figure 3 met en évidence 
la rapide variation de E avec la proportion de vides 1 — p/p,. Mal- 


Fig: 3 


heureusement, il ne nous a pas été possible d'atteindre à micux que 
5 °/, près la densité 5,29 qu’on prévoit pour le ferrite de nickel-zinc 
d’après ses paramètres mesurés aux rayons X. 


(') Une partie des mesures a été faite par L. Bochirol, 
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Pour faciliter l'extrapolation, nous avons donc reporté, à la même 
échelle, les valeurs obtenues par Squire pour une série de divers 
fers, frittés dans des conditions variables. Cette série permet une 
extrapolation correcte vers la valeur de 20 000 kg/mm” que donne 
le fer massif. 


On voit (fig. 4) que les divers points se répartissent parmi ceux 


© Ferrite de Ni-Zn 


+ Fer fritté (Squire) 


Fig: 4 


que nous avons observés pour le ferrite de Ni— Zn, sans qu’on 
puisse, particulièrement aux faibles densités où l’homogénéité de nos 
échantillons était la meilleure, prétendre faire une extrapolation diffé- 
rente pour les uns et les autres. On en déduit que le module d'Young 
de Fe,O,Ni, ,Zn,,O à l’état massif est voisin de 20 000 kg/mm’. 
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